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(Ci-dessous un exer
i
e qui faisait partie d'un partiel 
ommun � Analyse des mesures�Approx

des EDPs �, de 2011-2012.)

Exer
i
e d'éléments �nis (1 h 15). On 
onsidère le problème

{
−(a u′)′(x) + b(x)u′(x) + c(x)u(x) = f(x) ∀x ∈ Ω =]− 1, 1[,

u = 0 ∀x ∈ ∂Ω = {−1, 1},
(1)

où a, b, c, f : Ω → R sont données et u : Ω → R est l'in
onnue (ave
 Ω = [−1, 1]).

1. On suppose que a, b, c, f, u ∈ C∞(Ω) et on 
onsidère ϕ ∈ C∞(Ω) telle que ϕ = 0 sur ∂Ω.
Montrez que

φ(u, ϕ) = l(ϕ)

où

φ(u, ϕ) =

∫

Ω

(
a u′ ϕ′ + b u′ ϕ+ c uϕ

)
,

l(ϕ) =

∫

Ω
f ϕ.

2. On dé
oupe Ω de la manière suivante :

x1 = −1 x2 = −0.5 x3 = 0 x4 = 0.5 x5 = 1

e1 e2

On muni 
haque e d'une stru
ture d'élément �ni (e,Pe,Σe) de Lagrange de degré 2. On

note B := (ϕi)i=1,...,5 la base de

Vh =
{
uh ∈ C(Ω) : pour i = 1, 2, (uh)|ei ∈ Pei

}

dé�nie par ϕi(xj) = δij (i, j = 1, . . . , 5). Cal
ulez les 
oordonnées Uh de uh sur B en

fon
tion de uh et des xi. Vous justi�erez les 
al
uls en admettant que B est bien une base

de Vh.

3. On dit que uh est une solution appro
hée de (1) si

{
uh ∈ V 0

h

φ(uh, ϕh) = l(ϕh) ∀ϕh ∈ V 0
h ,

où V 0
h = {uh ∈ Vh : uh = 0 sur ∂Ω}. Montrez que

AUh = F

où pour i, j = 1, . . . , 5,

Aij =

{
φ(ϕj , ϕi) si i /∈ ID,

δij sinon,

1
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et

Fi =

{
l(ϕi) si i /∈ ID,

0 sinon,

où ID = {1, 5}.
4. Pour e = [S1, S2], on note Ae ∈ R3×3

et F e ∈ R3
les matri
es et se
ond membres

élémentaires dé�nis par

Ae
nk =

∫

e

{
a (N e

k )
′ (N e

n)
′ + b (N e

k )
′ N e

n + cN e
k N e

n

}

et

F e
k =

∫

e
f N e

k ,

pour n, k = 1, . . . , 3, où lesN e
k sont les fon
tions d'interpolation lo
ales. Exprimez A34,A44

et F3 en fon
tion de 
es 
oe�
ients élémentaires.

5. Cal
ulez une approximation de F3 par la formule de Simpson en fon
tion de f et des xi
(et de h = |e1| = |e2|).

6. Montrez que (N e
2 )

′(S1) = −(N e
2 )

′(S2) =
4
|e| , où |e| = S2 − S1.

7. En déduire une approximation de A44 par la formule de Simpson en fon
tion de a, b, c et

des xi (et de h).

8. On admet que si a ≡ f ≡ 1 et b ≡ c ≡ 0, alors pour tout e,

Ae =
1

3h




7 −8 1
−8 16 −8
1 −8 7




et F e =
h

6




1
4
1




(où h = |e|). E
rivez le 
ode d'une fon
tion sur matlab qui permet de 
al
uler Ae
et F e

en fon
tion de S =




S1

m
S2




(où m est le milieu de e). Vous noterez S la variable d'entrée

et Ae et Fe les variables de sorties.
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Examen d'approximation des EDPs

ENS2M, Semestre vert, printemps 2016�2017

Matériels autorisés : 
al
ulatri
e, notes personnelles et do
uments de l'ens2m.

Exer
i
e 1. Soit e = [S1, S2], S2 > S1, que l'on munit de l'espa
e d'inter-

polation

Pe =
{
polyn�mes p : R → R de degré ≤ 3

}

et des formes linéaires Le
k : Pe → R dé�nies par





Le
1(p) = p(S1),

Le
2(p) = p(S2),

Le
3(p) = p′(m),

Le
4(p) = p′′(m),

où m = S1+S2
2 .

1. Montrez que 
e triplet est un élément �ni. Vous montrerez seulement

l'unisolvan
e et vous admettrez les autres propriétés.

2. On 
onsidère l'élément de référen
e

ê = [0, 1]

et on note {N ê
1 , . . . , N

ê
4} sa base d'interpolation. On note aussi y la

variable de 
es fon
tions. Montrez que

N ê
4 (y) =

y(y − 1)

2
∀y ∈ R.

3. Montrez qu'il existe des réels a et b tels que

N ê
3 (y) = y(y − 1)(ay + b) ∀y ∈ R.

4. Cal
ulez a et b.

5. On 
onsidère des 
oe�
ients élémentaires de la forme

F ê
k =

∫ 1

0
g(y)N ê

k (y) dy,

pour une fon
tion g : R → R donnée. Cal
ulez les approximations de

F ê
3 et F ê

4 obtenues par la formule de Simpson. Les résultats devront

dépendre seulement de g(1/2).

1
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6. On note maintenant {N e
1 , . . . , N

e
4} la base d'interpolation asso
iée à

l'élément général

e = [S1, S2].

Montrez que pour tout x ∈ R,

N e
3 (x) = |e|N ê

3

(
x− S1

|e|

)
et N e

4 (x) = |e|2N ê
4

(
x− S1

|e|

)
,

où |e| = S2 − S1.

7. On 
onsidère des 
oe�
ients élémentaires de la forme

F e
k =

∫ S2

S1

f(x)N e
k(x) dx,

pour une fon
tion f : R → R donnée. Exprimez F e
3 et F e

4 en fon
tion

de 
oe�
ients de la forme F ê
k , où vous pré
iserez g.

8. En déduire des approximations de F e
3 et F e

4 . Les résultats devront

dépendre seulement de f(m) et |e|.

Exer
i
e 2. Soient Ω ⊂ R2
et {ΓD,ΓN} une partition de son bord telle que

ΓD 6= ∅, 
omme sur le dessin 
i-dessous.

Etant donné une fon
tion

g : ΓN → R,

on 
onsidère le problème aux limites





−△u = 0 dans Ω,

u = 0 sur ΓD,
∂u
∂ν = g sur ΓN ,

(1)

où

∂u
∂ν désigne la dérivée normale.

1. Reformulez 
e problème sous forme variationnelle.

2
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2. Montrez que si u et v sont deux solutions, alors

∫

Ω
|∇(u− v)|2 = 0,

où | · | désigne la norme eu
lidienne.

3. En déduire que (1) admet toujours au plus une solution.

Exer
i
e 3. On reprend l'approximation par éléments �nis du problème du


ours : 



−△u = f dans Ω,

u = α sur ΓD,
∂u
∂ν + bu = β sur ΓN ,

où

∂u
∂ν est la dérivée normale et

f ≡ 0, α ≡ 0, b ≡ 1, β ≡ 2.

On rappelle que Ω =]0, 1[2⊂ R2
et que la partition {ΓD,ΓN} du bord et le

maillage sont 
omme 
i-dessous.

3
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On rappelle qu'on avait les 
oe�
ients élémentaires suivants :

Ae
kn =

|e|
4

4∑

i=1

∇N e
n(Si) · ∇N e

k(Si),

Aa
kn =

|a|
2

(
1 0
0 1

)
et F a

k =
|a|
2

(
2
2

)
,

où |e| et |a| désignent respe
tivement l'aire de e et la longueur de a. Vous
trouverez en annexe des programmes pour résoudre le problème appro
hé

é
rit sous sa forme matri
ielle

AUh = F.

Ils 
ontiennent 5 erreurs. Corrigez les.

Ne justi�ez pas vos réponses.

Remarque. Les �. . . � en �n de ligne ne sont pas des erreurs. Ils servent à

é
rire une 
ommande sur plusieurs lignes.

4
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Principal.m

% Initialisation et maillage 
 
clear all;
clc;
 
load Noeuds.dat;
load Elements.dat;
load ID.dat;
load Aretes.dat;
 
% Assemblage 
 
N=size(Noeuds,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);

Nelem=size(Elements,1);
N_loc=size(Elements,2);

for e=1:Nelem
    S=Noeuds(Elements(e,:),:);  
    [Ae,Fe]=AeFe(S);    
    for k=1:N_loc
        i=Elements(e,k);
        F(i)=F(i)+Fe(k);
        for n=1:N_loc
            j=Elements(e,n);
            A(i,j)=A(i,j)+Ae(k,n);
        end             
    end 
end

CardID=size(ID,1);
for i=1:CardID
    F(i)=0;

for j=1:N
        A(i,j)=0;
    end 
    A(i,i)=1;
end
 
Naretes=size(Aretes,1);
N_loc=size(Aretes,2);
 
for a=1:Naretes
    S=Noeuds(Aretes(a,:),:);    
    [Aa,Fa]=AaFa(S);    
    for k=1:N_loc
        i=Aretes(a,k);
        F(i)=F(i)+Fa(k);
        for n=1:N_loc
            j=Aretes(a,n);
            A(i,j)=A(i,j)+Aa(k,n);
        end             
    end 
end
  
% Resolution 

Uh=A\F;
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AeFe.m

function [Ae,Fe]=AeFe(S)
 
% matrice de passage 
 
M=[1 1 1 1;...
    S(1,1) S(2,1) S(3,1) S(4,1);...
    S(1,2) S(2,2) S(3,2) S(4,2);...
    S(1,1)*S(1,2) S(2,1)*S(2,2) S(3,1)*S(3,2) S(4,1)*S(4,2)];
 
% aire de la maille
 
h1=norm(S(2,:)-S(1,:));
h2=norm(S(4,:)-S(1,:));
aire=h1*h2;
 
% second membre 
 
Fe=zeros(4,1);
 
% matrice 
 
Ae=zeros(4,4);
 
for i=1:4
    
    % derivees des fonctions d'interpolation

    dNcdx1=[0;1;0;x2];
    dNedx1=M\dNcdx1;
    dNcdx2=[0;0;1;x1];
    dNedx2=M\dNcdx2;
 
    % integration
    
        for k=1:4
            for n=1:4
                    Ae(k,n)=...
                        (aire/4)*(dNedx1(n)*dNedx1(k)+dNedx2(n)*dNedx2(k));
            end
        end
end

AaFa.m

function [Aa,Fa]=AaFa(S)
 
% longueur de l'arete
 
h=norm(S(2,:)-S(1,:));  
 
% second membre et matrice 
 
Fa=(h/2)*[2;2];
Aa=(h/2)*[1 0;0 1];
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Noeuds.dat

0.000000 0.000000
0.500000 0.000000
1.000000 0.000000
0.000000 0.500000
0.500000 0.500000
1.000000 0.500000
0.000000 1.000000
0.500000 1.000000
1.000000 1.000000

Elements.dat

1 2 5 4
2 3 6 5
4 5 8 7
5 6 9 8

Aretes.dat

7 8
8 9

ID.dat

1
2
3
4
6
7
9
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