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Préface

Ce polycopié concerne 'approximation des équations aux dérivées par-
tielles (EDPs). Il est constitué des notes du cours et des travaux dirigés du
semestre vert de printemps de ’Ecole Nationale Supérieure de Mécanique et
des Microtechniques (ENSMM). On se concentre uniquement sur la méthode
des éléments finis (MEF), qui est la méthode d’approximation la plus im-
portante pour la mécanique. Par souci de simplicité, on considére seulement
quelques exemples représentatifs de problémes elliptiques linéaires (donc sta-
tionnaires). La partie théorique de la MEF est écrite dans un formalisme
mathématique simplifié, accessible & des étudiants ingénieurs de deuxiéme
année. Les prérequis sont les notions élémentaires sur l'algébre linéaire, les
polyndémes, ainsi que le calcul différentiel et intégral. L’objectif du cours est
la mise en oeuvre de la méthode, avec pour finalité I’écriture d’un code entier
par les étudiants. Le langage de programmation choisi est celui de matlab,
pour sa simplicité d’utilisation et son intérét dans le monde industriel.

Le contenu de ce polycopié est organisé de la maniére suivante : le premier
chapitre est constitué des notes du cours d’amphithéatre, avec une premiére
partie sur les problémes 1-d et une autre sur les problémes 2-d ; le deuxiéme
et dernier chapitre présente les travaux dirigés corrigés, sur un probléme de
poutre 1-d et un autre de barrage 2-d. Ces problémes sont inspirés de ceux
que les étudiants rencontrent en calcul des structures. Les travaux dirigés
sont divisés en deux catégories, selon qu’ils soient concernés par les aspects
théoriques ou I'implémentation sur machine. Les énoncés des travaux dirigés
sur machine sont intitulés « TP », bien qu’ils soient enseignés dans le cadre
de TD avec plus d’une vingtaine d’étudiants. Une introduction & matlab est
donnée lors de la premiére séance sur machine.

Commentaires techniques

Les fonctions d’interpolation seront calculées directement par ordinateur,
& laide de la matrice de passage entre la base canonique et la base d’in-
terpolation. Ces calculs seront faits pour chaque élément, sans utiliser de
changement de variable pour se ramener & un élément de référence. L’inté-
rét est surtout pédagogique. Cela permet d’éviter des calculs techniques qui
pourraient compliquer l'exposé théorique et la programmation. L’inconvé-



nient est que le programme devra inverser plusieurs petites matrices (bien
que cela ne change pas la complexité asymptotique). D’une maniére générale,
nous ne réfléchirons pas aux problémes de mémoire et de colt des calculs.
Par exemple, nous ne discuterons pas des différentes méthodes de résolution
de systémes linéaires que nous pourrions utiliser pour améliorer Vefficacité
du programme. Enfin, en ce qui concerne les maillages, les étudiants devront
écrire un code en 1-d, puis en 2-d en faisant appel & la fonction delaunay.m
de matlab.

Commentaires bibliographiques

Pour en savoir plus sur la MEF, voir [1 2, Bl 4]. L’ouvrage [3] est le
support officiel du cours (donné & PENSMM). 11 a été écrit par M. R. Laydi
qui est un spécialiste de la MEF et enseigne "approximation des EDPs durant
le semestre d’automne. Pour le semestre de printemps, les étudiants sont
invités a lire avant tout le présent manuscrit, qui est une synthése de tout
ce qu’ils étudieront en cours et en travaux dirigés.

Logiciels

Mentionnons enfin que depuis quelques années, de plus en plus de logiciels
sur la MEF sont développés. Ils permettent de traiter un grand nombre de
problémes. Selon les besoins, il est aussi possible de les combiner avec nos
propres codes, par exemple en s’en servant pour générer des maillages, etc.
Voici quelques références utiles : pour le calcul scientifique en général, Octave
est une bonne alternative a matlab, car son langage est quasiment identique
et il est libre; pour la MEF, FreeFem est également libre et trés complet.
Pour plus d’information, consultez les sites

https://www.gnu.org/software/octave/| et |http://www.freefem.org.

Numérotation des équations

Les références de chaque sous-section sont indépendantes, chacune étant
soit une partie entiére du cours soit un TD entier. Ainsi, il se peut qu’il y ait
des équations de plusieurs sous-sections portant le méme numeéro ; & chaque
fois, le lecteur doit se référer & celle de la sous-section concernée.


https://www.gnu.org/software/octave/
http://www.freefem.org

Chapitre 1

Cours

1.1 Un probléme elliptique modéle 1-d

(Tournez la page.)
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Chapitre 2

Travaux dirigées corrigés

2.1 Un probléme de poutre 1-d

2.1.1 TD no. 1 : interpolation et intégration

(Tournez la page.)
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TD no. 1

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Exercice 1 (Eléments finis). Soient
e = [51,52] avec S < SQ,

o P, =Py = vect {1,z,2°},

e et les fonctions L : P, — R définies par

L5(p) = p(Sh), Ls<p>:é / pa)ds et L§(p) = p(S:),

ou |e| = Sy — 57 désigne la longueur de e.
1. Montrez que les L§ sont linéaires.

2. Montrez que
(VpePe) [Li(p) = Ls(p) = L(p) = 0= p=10].
3. En déduire que pour tout n = 1,2, 3, il existe un unique g € P, tel que
Li(q) = 6pn YE=1,2,3

(ot Oy, = 1 81 k =n et 0 sinon). On notera ce polynoéme par ¢ = NE.

4. Montrez que
3
p=Y Li(p) N VpeP.
k=1
5. En déduire que {N7, N5, N5} est une base et précisez les coordonnées
de p(x) = 222 — x + 3 sur les bases {1,z, 22} et {Nf, N§, N§}.
Exercice 2 (Formule de Simpson). Soit e = [S7, Ss], S1 < Sa.
1. Montrez que

|_(13|/69($) dx = % (g(S1) +4g(m) + g(S2)) Vg € Ps,

ol m = %, le| = Sy — 1 et Py = vect {1, x, 22, 23}.

2. Montrez qu’il existe g € Py telle que cette formule soit fausse.

Exercice 3 (Base d’interpolation). Soient e, P. et {Lf,L§, L5}, définis
comme dans ’exercice 1, dont on reprendra les notations.
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3. Montrez que x, =

. Montrez qu’il existe une constante ¢ € R telle que

N5 (z) = c(x — S1)(x — S2) Ve eR.
Vous préciserez de plus la valeur exacte de cette constante.
. Montrez qu’il existe x, €]51, Sa[ tel que

(x — 2.)(x = Sa)

= Vr € R.
S1—w)(Si—%)

Ni(x)

251459
3.

. En déduire les formules explicites de la base {Nf, NS, NS} et dessinez
les graphes de ces fonctions.
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2.1.2 TD no. 2 : algorithme d’assemblage

(Tournez la page.)
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TD no. 2

Approximation des EDPs; Printemps 2016-2017

Exercice 1 (Probleme de Dirichlet). On considére deux poutres élastiques
de méme longueur L/2 soumises & un effort axial linéique donné f(x) :

L/2
/‘M\ L/7_
40 )

—_ S S S> > =S ->—*o—~o—>—>_>|

On cherche & calculer le déplacement & 1’équilibre u(x) de la section d’abs-

cisse x. On note
g six< %,
c(z) =

co sinon,

ot ¢; > 0 est une caractéristique du matériau *. On suppose que la premiere
poutre est encastrée en x = 0 et que le déplacement de la seconde en x = L
est connu et égal & az. On admet ? que u : [0, L] — R satisfait

{—«:u'_)'(x) = f(x) ix €lo, L], (@)
u(0)=0 et u(l)=ag.

Dans la suite, on notera Q =0, L[ le domaine physique et Q = [0, L].
1. On note respectivement I'p et I'y les parties du bord du domaine ou
on a une condition de Dirichlet et de Neuman. Précisez I'p et I'y.
2. Reformulez (&) sous forme variationnelle.

3. On considére 'approximation de (&) par le méthode de Galerkin.
Rappelez la forme générale du probleme approché en notant V;, I’espace
d’approximation.

1. Module de Young X section.
2. Cf. le calcul des structures.
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don 8

a4
3o

4. On considere le maillage de Q suivant :

(ﬂ,,@l)
2, 2,
%1 ~ ’:ZL o~ "“Z ;7
v - i S L 199
—_— A 2 3 L 3 y
z 2

e =
o= L/fy (%OM)
9(}.=L

-2
L4 ¢p) = p(S4)

=1 (o) d
z ) |glf&T ydx

VY= ps)

ou on muni chaque maille des éléments finis du TD no. 1. On choisit

Vi, = {uh € C(Q) tel que up|, € Pe pour toute maille e}.
On note {Lq,..

base de V}, associée (cf. le cours).

(a) Précisez ce que sont ces ddls.

., L5} les degrés de liberté globaux et {¢1,

..,¢5} la

(b) Dessinez les graphes des ¢; en précisant leurs liens avec les N
(du TD no. 1).

5. Ecrivez le probléme approché sur la base {¢1,
Vous obtiendrez que

AU, = F,

ol vous préciserez Uy, ainsi que A = (A;;) et F' = (F;).
6. Pour tout e et tout k,n € {1,2,3}, on définit :

- / () (V) (@) (NE)' (&)

dzx et F,f:/f(x)N,S(as)dx.

(a) Montrez que Ay3 = A3 et F3 = F5' + Fy2.

(b) Ecrivez de la méme facon tous les A;; et Fj en fonction des A,
et FY.

7. Nous allons maintenant calculer des approximations des Aj,, et Fy a

n
l’aide de la formule de Simpson. Vous noterez m le milieu de e et |e|
sa longueur.

(a) Calculez N¢(x) pour k=1,2,3 et x =51, m, Ss.

f(m) et f(S2).

(b) En déduire des approximations de F*¢ en fonction de le|, f(S1),

97
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(c¢) Utilisez le méme raisonnement pour obtenir des approximations
de A° en fonction de |e|, ¢1 et cs.

(d) Ces calculs sont-ils exacts ?

8. En déduire le calcul (approché) de A et F en fonction de h = |ej| =
lea], etc.
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2.1.3 Cours d’introduction a matlab

(Tournez la page.)
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[ Quelques notions de base de matlab ]

Les commandes

Elles doivent étre tapées dans la fenétre command window suivies de « entrée ». On

les notera par

> commande a eﬁectuer‘

On peut par exemple assigner la valeur numérique 2 & une variable x, puis créer une autre

variable y=x+3, etc. Pour cela, tapez

> x=2
> y=x+3

Remarque. On peut donner d’autres noms auz variables (a, b, B, nom_au_hasard, etc.)

en faisant attention auz majuscules (b et B ne sont pas les mémes variables).

Voici quelques commandes utiles :

1 4 6
> A=[1 4 6;0 1 2;2 0 2] | Matrice A = 01 2 s le «;5 »
2 0 2
sert & changer de ligne.
3
> F=[3;7;5] Vecteur F' = 7
5

> A(1,2) Coefficient Ajs.

> F(1) Coefficient F.

> size(F,1) Nombre de lignes.

> size(F,2) Nombre de colonnes.

> A(2,:) Sous-vecteur ligne de A correspondant
ala ligne ¢ = 2; les « : » servent a faire
varier les colonnes.

> A(:,2) Sous-vecteur colonne de A correspon-
dant a la colonne j = 2.

> F([1 3D Sous-vecteur ( ?; ) de F. Le vecteur
[1 3] précise les numéros des coeffi-
cients que 'on veut garder.

> inv(4) Inverse de A.

> A’ Transposée.

> AxF Produit matriciel.

> U=inv (A) *F Calcule U = A7TF.

> U=A\F Commande équivalente a la précédente.

> min(F) Plus petit coefficient de F'.

> max (F) Plus grand coefficient de F'.

etc. Pour en savoir plus, utilisez ’aide de
matlab ou simplement un moteur de re-
cherche.
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Les fichiers d’un programme

Les programmes sont des ensembles de fichiers (exécutables, de données, etc.) Pour
les exécuter, on les regroupe dans un dossier que 'on choisira comme current directory de
matlab.

Exemple. Créez un dossier Test dans votre repertoire personnel et choisissez le comme
current directory en cliquant sur le bouton 7] (en haut et a droite de la fenétre principale).
Vous y mettrez tout les fichiers des exemples qui vont suivre.

LES FICHIERS DE DONNEES

Ce sont des fichiers .dat contenant des données numériques, etc.

Exemple. Créez un nouveau fichier Elements.dat en cliquant sur le bouton représentant
une page blanche (en haut et a gauche). Ecrivez les valeurs ci-dessous dans ce fichier, en
respectant les espaces.

Elements.dat

1 2 3
3 4 5

Enregistrez et tapez

> Elements

> load Elements.dat

dans command window. Cela définit une matrice

1 2 3
Elements = ( 3 4 5 )

LES SCRIPTS
Ce sont des fichiers exécutables constitués d’'une liste de commandes.
Exemple. Supposons que I'on veuille calculer la somme
i cos (1 +¢")
k=1 k2 7
pour n = 10. On peut le faire a I’aide du script suivant :

Somme.m

n=10;
S=0;
for k=1:n
S=S+cos (1+exp(k))/k"2;
end
S
% S est la somme voulue.

Pour 'exécuter, enregistrez et tapez dans command window.

Remarques. o Attention aux priorités des opérations : puissance « " », division
« / », multiplication « * », etc. Si vous n’étes pas sir, mettez des parenthéses.

e Pour ne pas afficher une ligne calcul, il suffit de mettre « ; » a la fin de cette ligne.

e On n’a pas mis de «; » a l'avant derniére ligne, pour afficher la valeur de $ a la

sortie de la boucle « for ... end ».
e Les lignes de commentaires doivent étre précédées d’un « % », comme a la derniére
ligne.
2
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LES FONCTIONS

Ce sont des fichiers exécutables qui calculent des variables de sortie en fonction de
variables d’entrée.

Exemple (Avec une seule sortie). Considérons la fonction
2 2
fi(@y)—a” =y
On peut la définir avec le programme ci-dessous.

f.m

function z=f(x,y)

z=x"2-y"2;
Pour calculer f(z,y) pour z = 3 et y = 1, on utilise la commande | > £(3,1)
Remarques. e Le nom du fichier
f -m
<~

nom

doit étre le méme que celui de la fonction

function y= f (z)
N

e Les variables des fonctions sont locales. Par exemple, tapez

> z=10
> f(3,1)

> T

et remarquez que l'ezécution de f.m n’a pas changé la valeur de © (en z=3).
o (es variables peuvent étre aussi des matrices, etc., du moment que les calculs sont
cohérents.

Exemple (Avec plusieurs sorties). Considérons la fonction
g9: (x,y) = (zy,x +y).
On peut la définir avec le programme ci-dessous.

gm

function [u,v]=g(x,y)

u=x*y;
v=x+y;

Prenons encore z = 3 et y = 1, par exemple. Maintenant, la commande

ne donne que la valeur de la premiére sortie. Pour avoir toutes les sorties, il faut considérer
des variables intermédiaires, par exemple a et b, et procéder comme ci-dessous.

> [a,bl=g(3,1)
> a
>b
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Les boucles et instructions

Les deux principaux types de boucles sont « for ... end » et « while ... end ».
On peut aussi considérer plusieurs options avec les instructions « if ... end», « if ...
else ... end» et «if ... elseif ... end».

Voici ci-dessous un exemple d’instruction; cf. le dernier programme Graphe.m pour
un exemple de boucle while.

Exemple. Considérons la fonction ¢ = ¢(z) définie par

(@) 8x 107 six<1/2,
xTr) =
107 six>1/2.

On la définit sur matlab avec le programme ci-dessous.

c.m

function y=c(x)

if (x<1/2)
y=8%10"7;
else
y=10"7;
end

Les dessins

Pour dessiner le point d’abscisse x = 2 et d’ordonnée y = 3, on utilise la commande

> plot(2,3)

On peut rajouter des options; par exemple,

[> plot(2,3,7b%") |

donne le motif * avec la couleur b=blue. Pour les TPs, il sera utile de savoir dessiner le
graphe d’une fonction point par point.

Exemple. Le graphe de = — ¢(z), pour z € [0, 1], peut se dessiner avec un pas de 0.01 a
I’aide du script ci-dessous.

Graphe.m

clf; % efface les figures précédentes
hold on; % dessine tout les points sur la méme figure
grid on; % rajoute une grille
pas=0.01;
x=0;
while (x<=1)
plot(x,c(x),’bo’);
x=x+pas;
end
title(’Graphe de y=c(x)’);xlabel(’x’); ylabel(’y’);

Tapez pour obtenir votre dessin.

122



2.1.4 TPs no. 1 et 2 : programmation

(Tournez la page.)
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TP no. 1

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Table des matiéres
1 Problématique 1
2 Assemblage et résolution de AU, = F 1

3 Dessin de u;, par interpolation
3.1 Préliminaires . . . . . . ...
3.2 Unexempledecalcul . . .. .. ... ... ... ..., .
33 Dessindewup. . . ...

N o o

1 Problématique

On reprends l'exercice 1 du TD no. 2 et on se propose de faire un pro-
gramme matlab pour calculer uy. On prendra les valeurs numériques sui-
vantes :

L=1 ¢ =8x10", ¢ =107, f(x)=9x10°, ay=102

(L en métres, ¢; en Pascal xmétres?, f en Newton/métres et oz, en métres).

2 Assemblage et résolution de AU, = F

1. Créez un dossier TP1, que vous choisirez comme current directory de
matlab et dans lequel vous placerez vos fichiers .m et .dat.

2. Créez des fichiers de données Elements.dat et ID.dat, dans lesquels
vous stockerez les matrices

El ts = 123 t ID= L
ements = 3 4 5 e ={5 )

Vérification. Vérifiez que vos fichiers sont corrects en tapant

> load Elements.dat;Elements
> load ID.dat;ID

124



3. Définissez les fonctions ¢.m, f.m et alpha.m suivantes :

8x 107  siz<1/2,
cC: X

107 sinon,
fiz — 9x10,
. 0 siz =0,
a:x

1072 sixz=1.

Vérification. Testez vos fonctions pour différentes valeurs de x.

4. Créez un fichier Noeuds.dat dans lequel vous stockerez le vecteur sui-
vant

0
TLy 0.25

Noeuds = : = 0.5
T, 0.75

1

Commentaires. C’est le vecteur des noeuds zr, qui supportent les
ddls globaux. On rappelle qu’on avait le maillage

€3

avec
Ly (un) = un(z1),
Lo(un) = ‘611‘ o, un(@) dz,
L (un) = un(22),
Ly(up) = ﬁ o, Un () dz,
Ls(un) = up(z3)
Dot zp, =21 =0, 2, = 22 = 0.5 et L, = 3 = 1. Il est aussi

pratique d’associer des noeuds & Ly et L4 pour avoir la formule
rr, = Noeuds(i);

mais les valeurs de xr, et zr, n’interviendront pas dans les calculs et
on peut donc les choisir au hasard. Prenons par exemple les milieux des
mailles, ce qui donne zr, = 0.25 et xp, = 0.75.

Vérification. Tapez | > load Noeuds.dat;Noeuds |

5. Pour chaque élément

&
S1 ~ 5
—
1 2 3
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on note

Tre S
Noeuds_loc = Zrg = m
Trg Sa

(ot m est le milieu de e).

Remarque. C’est le vecteur des noeuds qui supportent les ddls locaux.

Créez et complétez la fonction ci-dessous qui calcule A€ et F° en fonc-
tion de ce vecteur. Vous noterez h la longueur de e.

AeFe.m

function [Ae,Fe]l=AeFe(Noeuds_loc)

S1=% A COMPLETER
S2=% A COMPLETER
m=(S1+52)/2;

h=% A COMPLETER
ci=c(m) ; % calcule le bon ci

Ae=% A COMPLETER
Fe=% A COMPLETER

Rappels.

o [ 4 6 2 e (5 = £(m)
A% = 2 -6 12 -6 et F°= 6 6 f(m) ,
el 2 6 4 £(52) — f(m)

ol le| = S2 — S1.

Vérification. Si e = ey, on a

T 0
Noeuds_loc = %2 = 0.25 |.
T2 0.5

Calculez A°' et F®' en tapant

|> [Ae,Fel=AeFe([0;0.25;0.5) |

Vous devez obtenir
0.64 —0.96 0.32 0
A% ~10° x —-0.96 1.92 -0.96 |, F°~ [ 450000 |.
0.32 —0.96 0.64 0

6. Pour continuer, vous devez apprendre a calculer Noeuds_loc en fonc-
tion de e. Pour cela, lisez attentivement la remarque ci-dessous.

Remarque. Pour toute maille e et numéro local &, on a

Noeuds_loc(k) = TLe =L, = Noeuds (i),
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ol ¢ est le numéro global correspondant a k sur e. D’ou

Noeuds (Elements(e,1))
Noeuds_loc = Noeuds (Elements(e,2))
Noeuds (Elements (e, 3))

Sur matlab, ce calcul pour e = e; se fait par la commande suivante :

| > Noeuds_loc=Noeuds (Elements(1,:)) |

Tapez la commande ci-dessus sur command window et vérifiez que vous
obtenez les bons noeuds.

7. Créez et complétez le script ci-dessous qui assemble A et F' (en consi-
dérant seulement la contribution de 1’équation).

Principal. m

%% Initialisation

clear all; % des variables
clc; % de command window

%% Génération du maillage

load Noeuds.dat;
load Elements.dat;
load ID.dat;

%% Initialisation de A et F

N=size(Noeuds,1) ; % nombre de ddls globauz
A=zeros (N,N) ; % matrice nulle de taille N*N
F=zeros(N,1) ; % vecteur nul de taille N*1

%% Assemblage : contribution de ’équation

Nelem=size (Elements,1); % nombre d’éléments
N_loc=size(Elements,2); % nombre de ddls locauz

for e=1:Nelem
Noeuds_loc=% A COMPLETER
[Ae,Fel=% A COMPLETER
for k=1:N_loc
% A COMPLETER
% A COMPLETER
for n=1:N_loc
% A COMPLETER
% A COMPLETER
end
end

end
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Vérification. Tapez

> Principal
> A
> F
et vérifiez que
0.64 —0.96 0.32 0 0
—-0.96 192 —-0.96 0 0
A ~10° x 0.32 -096 0.72 —-0.12 0.04
0 0 —-0.12 024 -0.12
0 0 0.04 —-0.12 0.08
et
0
450000
F~10° 0
450000
0

8. Rajoutez la contribution de la condition de Dirichlet.

Principal.m (suite)

%% Assemblage : contribution de Dirichlet
CardID=size(ID,1) ; % cardinal de ID

for temp=1:CardID¥% temp est un indice muet, il n'est pas dans ID
i=ID(temp) ; % i est l’indice général de ID
% A COMPLETER
for j=1:N
A(i, j)=0;
end

% A COMPLETER

end

Vérification. Exécutez votre programme et vérifiez que les lignes de
Ip sont correctes.

9. Résolvez le systéme A Uy, = F en complétant la ligne de code ci-dessous

Principal.m (fin)
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%% Reésolution du probléme matriciel

Uh=% A COMPLETER

et en tapant |> Principal;Uh

Vérification. Vous devez trouver

0
0.002
Un~ | 0.0036
0.0087
0.01

3 Dessin de u;, par interpolation

3.1 Préliminaires

Vous avez calculé les L;(uy) ~ Uh(2). Pour en déduire les déplacements de
toutes les sections de poutre d’abscisses x # x;, on va faire une interpolation.
Commencez d’abord par lire attentivement ce qui suit.

Comment calculez uy(z) pour tout z € (k4

On a .
wn(@) = 3 Liun) n(a),
i=1
ol
Li(un) UR(1)
. = Uy ~ Uh = :
. - —~— .
L5(uh) “ au tableau ”  “ sur matlab ” Uh(5)
Par suite,

5
un(x) > Y UR() ¢s().
i=1
On peut réécrire cette formule sur e en utilisant que
[qﬁl = N sur e] = [Z = Elements(e,k)].

On obtient finalement

3
up(z) ~ ZUh(Elements(e,k)) Ni(z) Vz€e, (1)
k=1

ou on rappelle que

Ni(@) = 2 (o — 255552) (@ - S),
N5(2) = — S (= 51) (= 52)

2
735 (z — S1) (:1?7 —51*3232).

=
b,
8
&
I
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Sur matlab, on notera Uh_loc et Ne les variables correspondantes aux vec-
teurs ci-dessous :

Uh(Elements(e,1)) Ni(x)
Uh_loc = | Uh(Elements(e,2)) et Ne=| N5(z) |.
Uh(Elements(e,3)) N3 (z)
Cela permettra d’écrire (1) comme le produit scalaire suivant :

up(x) ~ Uh_loc - Ne = Uh_loc’*Ne. (2)
—_— —m—,—

“ »

au tableau “ sur matlab ”

3.2 Un exemple de calcul

Calculer up(0.17) sur command window en suivant les étapes ci-dessous.

1. Calculez le vecteur Uh_loc pour e = e; 2 0.17 en tapant

| > Uh_loc=Uh(Elements(1,:)) |

2. Pour calculer le vecteur Ne en x = 0.17, on a besoin des noeuds et de
la longueur h de e = e7. Ces derniers se calculent avec les commandes
suivantes :

> Noeuds_loc=Noeuds (Elements(1,:))
> S1=min(Noeuds_loc)

> S2=max (Noeuds_loc)

> h=S52-S1

3. En déduire le calcul de Ne (en = 0.17) en tapant

x=0.17

Ne=zeros(3,1)

Ne(1)=% A COMPLETER
Ne(2)=% A COMPLETER
Ne(3)=% A COMPLETER

vV V V VvV VvV

ol vous compléterez les lignes manquantes.
4. Calculez up(0.17) par (2) en tapant

Vous devez trouver u;,(0.17) ~ 0.0015.

3.3 Dessin de uy

1. Créez et complétez le script ci-dessous. Il réitére les calculs précédents
pour dessiner le graphe de x +— uy (), avec un pas de 0.01.
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Dessin.m

clf;
hold on;
grid om;

pas=0.01;
for e=1:Nelem
Uh_loc=% A COMPLETER

Noeuds_loc=% A COMPLETER
S1=% A COMPLETER
s2=% A COMPLETER
h=% A COMPLETER

x=5S1;

while (x<=S2)
Ne=zeros(3,1);
Ne(1)=% A COMPLETER
Ne(2)=% A COMPLETER
Ne(3)=% A COMPLETER
% A COMPLETER
x=x+pas;

end

end

% titre, légende, etc.
legend(’Graphe de x -> uh(x)’);

title(’Solution approchee’);
xlabel(’x’); ylabel(’y’);

Vérification. Tapez

2. Complétez le programme principal :

Principal.m (avec le dessin)

%% Dessin de la solution approchée

Dessin;

Votre programme est terminé.
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Programmes corrigés du TP no. 1
Scripts

Principal.m
%% Initialisation

clear all;% des variables
clc;% de command window

%% Generation du maillage

load Noeuds.dat;
load Elements.dat;
load ID.dat;

%% Initialisation de A et F

N=size(Noeuds,1);% nombre de ddls globaux
A=zeros(N,N);% matrice nulle de taille N*N
F=zeros(N,1);% vecteur nul de taille N*1

%% Assemblage : contribution de 1l'equation

Nelem=size(Elements,1);% nombre d'elements
N_loc=size(Elements,2);% nombre de ddls locaux

for e=1:Nelem
Noeuds_loc=Noeuds(Elements(e, :));
[Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc);
for k=1:N_loc
i=Elements(e, k);
F(i)=F(i)+Fe(k);
for n=1:N_loc
j=Elements(e,n);
A(i,3)=A(1,]3)+Ae(k,n);
end
end
end

%% Assemblage : contribution de Dirichlet
CardID=size(ID,1);% cardinal de ID
for temp=1:CardID% temps est un indice muet, il n'est pas dans ID
i=ID(temp);% i est 1l'indice general de ID
F(i)=alpha(Noeuds(i));% c'est le noeud qui supporte Li
for j=1:N
A(1,3)=0;
end
A(i,1)=1;
end
%% Resolution du probleme matriciel
Uh=A\F;
%% Dessin de la solution approchee

Dessin;
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Dessin.m

clf;
hold on;
grid on;

pas=0.01;
for e=1:Nelem
Uh_loc=Uh(Elements(e,:));

Noeuds_loc=Noeuds(Elements(e,:));
S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);

h=s2-51;

X=S1,;

while (x<=S2)
Ne=zeros(3,1);
Ne(1)=((x-(2*S1+S2)/3)*(x-S2)*3)/(hnr2);
Ne(2)=-((x-S1)*(x-S2)*6)/(hn2);
Ne(3)=((x-S1)*(x-(S1+2*S2)/3)*3)/(hn2);
uh=Uh_loc' *Ne;
plot(x,uh, 'b*");
X=x+pas;

end

end

% titre, legende, etc.

legend('Graphe de x -> uh(x)"');
title('Solution approchee');
xlabel('x');ylabel('y");

Fonctions

AeFe.m
function [Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc)

S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);
m=(S1+S2)/2;

h=S2-S1;% longueur de e
ci=c(m);% calcule le bon ci

Ae=[4 -6 2;-6 12 -6;2 -6 4]*ci/h;
Fe=[f(S1)-f(m);6*F(m);F(S2)-F(m)]*h/6;

alpha.m
function y=alpha(x)

if (x==0)
y=0;
elseif (x==1)
y=10/(-2);
end
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c.m
function y=c(x)
if (x<0.5)
y=8*1017;
else
y=10A7;
end

f.m

function y=f(x)

y=9*1015;

Fichiers de données

Noeuds. dat

.25

75

RPOOOO
)]

Elements.dat

23
45

w

ID.dat

Q

o
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TP no. 2

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Dans le TP précédent, on a utilisé les formules de A€ et F° que l'on
avait calculées « & la main » en TD. La premiére partie de ce TP explique
comment faire ces calculs directement par ordinateur et la deuxiéme partie
est une introduction aux maillages.

Table des matiéres

1 Calcul pratique de A€ et F*

1.1 Préliminaires . . . . . . . . . . . . ... 1
1.2 Intégration des coefficients élémentaires . . . . . .. ... .. 4
1.3 Reésolution . . . . . . . . . ... 6
2 Un exemple simple de génération de maillage 8
A Comment écrire sur un fichier de données ? 11

1 Calcul pratique de A°¢ et F°

On reprends le probléme (de l'exercice 1 du TD no. 2) :

_(CU’/)/ = fa dans }07[’[7
()
uw(0) =0 et u(l)=ar,
avec
L=1,
C1 = 8 X 107,
co =107,
f(z) =9 x 10,
arp =1072.
1.1 Préliminaires
On consideére P’élément fini de la figure 1 et on note {N7,..., N5} sa base
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Sa
1

RYGHIE
w iu\,‘\b

Mmuménr do ddér

me St+5e
2

aty

Le(p=p03)
M L2(p)=p (m)

%- L4 L2 (p)=C52)

F1GURE 1 — Choix des éléments finis

d’interpolation. ' On rappelle que
L3(NS) = Opn.-

n

On rappelle aussi que pour tout p € P, et tout x € e,

1. En déduire que

ol vous compléterez les ...

2. Ecrivez ce systéme sous la forme

i N (@)
x | =M| N§(z) |. (1)
z? Ny ()

ou vous préciserez la matrice M.

Rappels. M est la matrice de passage entre la base canonique et la base
d’interpolation de Pe.

1. A faire a la maison : vérifiez que (e, Pe, {L{,...,L5}) est bien un élément fini.
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. En déduire que

ol vous préciserez les coefficients *.

. On se propose de calculer Nf(z) et (N§)' (x) par matlab en un certain
point x. Prenons par exemple

S1=0, S5=05 et z=0.1.

(a) Avec ce x fixé, on notera Nc et Ne les vecteurs

1 Ni(x)
Ne=| = et Ne= [ N§(z)
o N5 (a)

Remarque. Ces vecteurs correspondent a la base canonique et la
base d’interpolation dans la formule (1).

Utilisez les commandes suivantes pour calculer Ne :

S1=0

S2=0.5

x=0.1

M=% A COMPLETER
Nec=[1;x;x"2]
Ne=M\Nc

vV V V V V V

Que vaut N5(0.1)7

(b) Les vecteurs des dérivées se noteront ainsi :

0 (Nf) ()
dic= | 1 et dNe = [ (N5) (x)
2z (N5)' (@)

Utilisez les commandes suivantes pour calculer dNe :

> dNc=[0;1;2%x]
> dNe=% A COMPLETER

Que vaut (N§)' (0.1)?
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1.2 Intégration des coefficients élémentaires

On rappelle que les coefficients de la matrice A¢ € R3*3 et du vecteur
F¢ ¢ R? sont définis par :

e

b= [ o) (V2 @) (VD) @), F = [ £(a) Nela) da,

On approchera ces intégrales avec la formule de Gauss & 2 points suivante :

1 2
Tel /g(x) dv =) wig(&) Vg€ Ps,

=1
ou
61 =m — %@7
2l V3
52 :m+§%7
1
W1 = W2 = 33
voir la figure 2.
2
e
E—
17
?(‘ | ! 0 It '3
w :'_ * - 12| ‘J?
177 4_m__7___3_
Wz-:.L “15’"“"5-! E
2 z 3
('Q':Sz-s1)

Fi1GURE 2 Points et poids de la formule de Gauss a 2 points

Commentaire. Cette formule ressemble a celle de Simpson, mais avec
d’autres &; et w;. Ce type de formule s’appelle une « formule d’intégration
numérique ». Plus de détails seront donnés dans le cours sur la dimension 2
pour l'instant, disons seulement que les &; s’appellent les « points d’intégra-
tion » et les w; les « poids ».
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Ceci conduit aux approximations suivantes :

2
o = el D_wiel&) (N3)' (&) (ND)' (60),

i=1
2
Fi = le| Y wi f(&) Ni(&).
i=1
1. Créez des sous-dossiers

.../TP2/Calcul_pratique.

Vous copier/collerez les fichiers de TP1 dans Calcul_pratique, que
vous choisirez comme current directory de matlab.

2. On rappelle que AeFe.m définit la fonction
Noeuds_loc +— [Ae,Fe],

ou
xLi
Noeuds_loc = Trg
$L§
On rappelle que zr¢ est le noeud qui supporte le ddl Lg. Avec les
éléments finis de la figure 1, on a

S
Noeuds_loc = m
Sa

Modifiez AeFe.m, comme ci-dessous, pour que les variables de sortie
solent la matrice Ae et le vecteur Fe définis par la formule (2).

AeFe.m

function [Ae,Fe]=AeFe(Noeuds_loc)
%% Noeuds et longueur de ’élément

S1=min (Noeuds_loc);
S2=max (Noeuds_loc) ;
m=(S1+S2)/2;
h=52-S1; % longueur

%% Points et poids d’intégration
xi=zeros(2,1);

xi(1)=% A COMPLETER
xi(2)=% A COMPLETER
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omega=zeros(2,1);
omega(1)=% A COMPLETER
omega(2)=% A COMPLETER

%% Matrice de passage
u=% A COMPLETER
%% Intégration des coefficients élémentaires

N_loc=size(Noeuds_loc,1) ; % nombre de ddls locauz
Ae=zeros(N_loc,N_loc);
Fe=zeros(N_loc,1);

Nint=size(xi,1) ; % nombre de points d’intégration
for i=1:Nint

x=xi(i); % point d’intégration
Ne=% A COMPLETER
dNe=% A COMPLETER
Ne=% A COMPLETER
dNe=% A COMPLETER

for k=1:N_loc
Fe(k)=% A COMPLETER
for n=1:N_loc
Ae(k,n)=% A COMPLETER
end
end
end

3. Si S =0.5et Sy =1, on doit obtenir

2 0 -2
Ae ~ 107 x 0 0.010417 0 |,
-2 0 2
et
2.25
Fe ~ 10° x [ —0.09375
2.25

Tapez |> [Ae,Fel=AeFe([0.5;0.75;1]) | et vérifiez que votre programme
donne les bons résultats.

1.3 Reésolution

On considére approximation du probléme (&) avec le maillage de la
figure 3 (avec des éléments de méme longueurs). Dessinez le graphe du dé-
placement approché x +— uy(x). Pour cela :
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A z 3 & 5
7

mamenm dor 4d

FIGURE 3 — Maillage de Q

1. vérifiez que les fichiers Noeuds.dat, Elements.dat et ID.dat sont cor-

rects;
2. modifiez le calcul de Ne dans Dessin.m (comme ci-dessous) ;

Dessin.m

for e=1:Nelem
Uh_loc=Uh(Elements(e,:));
Noeuds_loc=Noeuds (Elements(e,:));

S1=min(Noeuds_loc);
S2=max (Noeuds_loc) ;

M=% A COMPLETER

x=S1;
while (x<=S2)
Nc=% A COMPLETER
Ne=% A COMPLETER

uh=Uh_loc’*Ne;
plot(x,uh,’b*’);
x=x+pas;

end

end

3. exécutez Principal.m.
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2 Un exemple simple de génération de maillage

On considére maintenant 1’approximation de (£?) avec le maillage de la
figure 4. On prends des éléments de mémes longueurs et on note

2 e,
Ay Az X Xmyq

| 2ocal )
oC = >
5 5,
LétY=p(s
?l= ’S) L: (F) F( 4)

h:|e1|:~~~:\en|:;

Les vecteurs et matrices définissant le maillage sont

1 2
x_l 2 3 1
Noeuds = : , Elements = : 5 , ID= ( S > .
T+l n n+1

On va écrire un script qui permet de générer ce maillage.
1. Lisez attentivement ’annexe A avant de continuer.

2. Créez un sous-dossier
.../TP2/Maillage

dans lequel vous copier/collerez les fichiers de Calcul_pratique. Vous
choisirez Maillage comme current directory de matlab.
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3. Créez et complétez le script ci-dessous qui géneére les fichiers de don-
nées Noeuds.dat, Elements.dat et ID.dat définis précédemment, cf.
(3). Vous commencerez avec n = 4, mais en écrivant un script qui
fonctionne pour tout n.

Mailleur.m

%% Initialisation

clear all;

clc;

fclose(’all’); % ferme tout les fichiers
n=4;

%% D’abord ID
fidID=fopen(’ID.dat’,’w’);

fprintf (£fidID,’%i\n%i’,1,n+1);
fclose (fidID);

%% Maintenant Noeuds et Elements

fidNoeuds=% A COMPLETER
fidElements=% A COMPLETER

% A COMPLETER

% A COMPLETER

fclose (fidNoeuds) ;
fclose(fidElements) ;

4. Exécutez Mailleur.m et vérifiez qu’il génére les bons fichiers, pour
n = 4,10.

5. Soient un élément e comme a la figure 4 et {Nf, N§} sa base d’inter-
polation. Précisez la matrice M qui permet de calculer ces fonctions par

la formule : )
(+)=x(58))

6. Dessinez le graphe de = — up(z), pour n = 4,10. Pour cela, exécutez
successivement Mailleur.m et Principal.m, sans oublier de modifier
les calculs de M, Nc et dNc dans AeFe.m et Dessin.m.

7. On admet maintenant que le déplacement exact est donnée par :

2 .
a1zt +bix six <1/2,
u(z) = { ) . (4)
as T + by x + o sinon,
9
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10.

ou

a1 = —0.005625,
by = 0.010035,
as = —0.045,

by = 0.080278,
cy = —0.025278.

Définissez la fonction u.m, qui sera la fonction x +— u(x) de (4).

Modifiez Dessin.m afin de dessiner le graphe de z — u(z) en méme
temps que celui de x +— up(z). Pour les différencier, vous dessinerez le
graphe de u avec des ronds rouges, en utilisant l'option ’ro’ dans la
commande plot.

A la fin de Dessin.m, mettez a jour la légende par :

legend(’Solution approchée’,’Solution exacte’);

title(’Graphes des solutions’);

Dessinez les graphes de u et uj pour n = 2,4,10,50. Que constatez
vous ?

10
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A Comment écrire sur un fichier de données ?

Voici une liste de commandes permettant d’écrire sur un fichier :

La commande

| sert a :

>

fid=fopen(’Exemple.dat’,’w’)

Ouvrir un fichier Exemple.dat pour y
écrire dessus. Si le fichier n’existe pas, il
sera créé; sinon, les anciennes données
seront effacées. Un numéro est attribué
a la variable fid pour identifier le fi-
chier.

fprintf (fid, '%£’,1.2)

Ecrire 1.2 dans le fichier. On précise le
format des données par :

— %f pour les réels (floating num-

ber);

— %1 pour les entiers (integer).
Les modifications seront lisibles avec un
éditeur de texte, apres la fermeture du
fichier (voir ci-dessous).

> fprintf(fid,’\n’) Retourner a la ligne.
> fprintf (fid,’ ?) Laisser un espace.
> fprintf (fid,’%f %f\n%i’,0.1,0.9,2) | Effectuer la suite de commandes :

écrire le réel 0.1
laisser un espace;
écrire le réel 0.9;
retourner a la ligne;
écrire Pentier 2.

fclose(fid)

Fermer le fichier.

Par exemple, le script

Ecriture.m

fprintf (fid, ’%f\n%i’
fclose(fid);

fid=fopen(’Fichier.dat’,’w’);
fprintf (fid, %f %f %f ’,1.2,3.6,7.8);

,2.9,2);

permet de générer le fichier

Fichier.dat

1.2 3.6

7.8 2.9

ot la derniére donnée est enregistrée au format « entier ».

11
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i Graphes des solutions
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Programmes corrigés du
Scipts

Principal.m

(Voir les programmes du TP no. 1.)
Dessin.m

clf;

hold on;

grid on;

pas=0.01,

for e=1:Nelem

Uh_loc=Uh(Elements(e,:));
Noeuds_loc=Noeuds(Elements(e,:));

S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);
M=[1 0 1;S1 0 S2;S1A2 2 S2A2];

X=S1,;

while (x<=S2)
Nc=[1;x;x"2];
Ne=M\Nc;

uh=Uh_loc' *Ne;
plot(x,uh, 'b*");
X=x+pas;
end
end
% titre, legende, etc.
legend( 'Graphe de x -> uh(x)");
title('Solution approchee');
xlabel('x');ylabel('y");
Fonctions

AeFe.m

function [Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc)
%% Noeuds et longueur de l'element
S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);

m=(S1+S2)/2;

h=S2-S1;% longueur

%% Points et poids d'integration
xi=zeros(2,1);
xi(1)=m-(h/2)*(sqrt(3)/3);
xi(2)=m+(h/2)*(sqrt(3)/3);

omega=zeros(2,1);
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omega(1)=1/2;
omega(2)=1/2;

%% Matrice de passage
M=[1 0 1;S1 0 S2; S1A2 2 S2A2];
%% Integration des coefficients elementaires

N_loc=size(Noeuds_loc,1);% nombre de ddls locaux
Ae=zeros(N_loc,N_loc);
Fe=zeros(N_loc,1);

Nint=size(xi,1);% nombre de points d'integration
for i=1:Nint

x=x1(1);% point d'integration
Nc=[1;x;x"2];

Ne=M\Nc;

dNc=[0;1;2*x];

dNe=M\dNc;

for k=1:N_loc
Fe(k)=Fe(k)+h*omega(i)*f(x)*Ne(k);
for n=1:N_loc
Ae(k,n)=Ae(k,n)+h*omega(i)*c(x)*dNe(n)*dNe(k);
end
end
end

alpha.m, c.m et f.m

(Voir les programmes du TP no. 1)
Fichiers de données

Noeuds.dat, Elements.dat et ID.dat

(Voir les programmes du TP no. 1.)
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Programmes corrigés du TP

Scripts

Mailleur.m

%% Initialisation

clear all;

clc;

fclose('all');% ferme tout les fichiers
n=4,

%% D'abord ID
fidID=fopen('ID.dat',6 'w');
fprintf(fidID, '%i\n%i', 1,n+1);
fclose(fidID);

%% Maintenant Noeuds et Elements

fidNoeuds=fopen('Noeuds.dat',6 'w');
fidElements=fopen('Elements.dat', 'w');

X=0;
pas=1/n;
for i=1:n+1
fprintf(fidNoeuds, '%f\n', x);
X=x+pas;
end
for i=1:n
fprintf(fidElements, '%f %f\n',i,i+1);
end

fclose(fidNoeuds);
fclose(fidElements);

Principal.m

(Voir les programmes du TP no. 1.)
Dessin.m

clf;

hold on;

grid on;

pas=0.01;

for e=1:Nelem

Uh_loc=Uh(Elements(e, :));
Noeuds_loc=Noeuds(Elements(e, :));

S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);
M=[1 1;S1 S2];

X=S1;

161

no.

2

maillage



while (x<=S2)
Ne=[1;x];
Ne=M\Nc;

uh=Uh_loc' *Ne;
plot(x,uh, "b*");
plot(x,u(x),'ro");
X=x+pas;
end
end

% titre, legende, etc.

legend('Solution approchee', 'Solution exacte');
title('Graphes des solutions');
xlabel('x"');ylabel('y"');

Fonctions
AeFe.m
function [Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc)

%% Noeuds et longueur de l'element

S1=min(Noeuds_loc);
S2=max(Noeuds_loc);
m=(S1+S2)/2;

h=S2-S1;% longueur

%% Points et poids d'integration

xi=zeros(2,1);
xi(1)=m-(h/2)*(sqrt(3)/3);
xi(2)=m+(h/2)*(sqrt(3)/3);

omega=zeros(2,1);
omega(1)=1/2;
omega(2)=1/2;

%% Matrice de passage
M=[1 1;S1 S2];
%% Integration des coefficients elementaires

N_loc=size(Noeuds_loc,1);% nombre de ddls locaux
Ae=zeros(N_loc,N_loc);
Fe=zeros(N_loc,1);

Nint=size(xi,1);% nombre de points d'integration
for i=1:Nint

x=x1(1);% point d'integration
Ne=[1;x];

Ne=M\Nc;

dNc=[0;1];

dNe=M\dNc;

for k=1:N_loc
Fe(k)=Fe(k)+h*omega(i)*f(x)*Ne(k);
for n=1:N_loc
Ae(k,n)=Ae(k,n)+h*omega(i)*c(x)*dNe(n)*dNe(Kk);
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end
end
end

alpha.m, c.m, f.m

(Voir les programmes du TP no.

u.m

function y=u(x)

al=-0.005625;
b1=0.010035;
a2=-0.045;
b2=0.080278;
Cc2=-0.025278;

if (x<0.5)
y=al*xn2+b1*x;
else
y=a2*xn2+b2*x+c2;
end

1)
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2.2 Un probléme de barrage 2-d

2.2.1 TD no. 3 : aspects théoriques

(Tournez la page.)
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TD no. 3

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Exercice 1 (Eléments finis triangulaire). Soit e un triangle de R? et a une
de ses arétes.

On muni e de ’espace d’interpolation
Pe = vect {1, 21,22} ",

et des ddls Lf, : P — R définis par

Li(p) = p(S1),
Ls(p) = p(S2),
L§(p) = p(S3)-

1. Montrez que (e, Pe, {LS,...,L5}) est un élément fini.
2. Soit p € P, et q la restriction de p a a, i.e.

q: a — R
s = p(s).

On considére la paramétrisation suivante de l'aréte a :
y:tel0,1] — ST +t(S5—ST) €a.
Montrez que la fonction
te[0,1] = q(y(t)) eR

est un polynoéme dont vous préciserez le degré.
3. En déduire la structure d’élément fini induite (a, Py, {L§, L}).
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Exercice 2 (Eléments finis & valeurs vectorielles). Soit e et a comme &
I'exercice précédent. Etant donné une fonction

- 2
p:e— R?

N
on note P= ( zl ) ses applications composantes ; i.e.
2

D (21, 10) > ( pi(w1,22) ) :

pa(z1, z2)

On muni maintenant e de ’espace d’interpolation
S _ 12 P1
Pe=4P= » tels que p1,p2 € P1p =P1 X P1
2

—
et des ddls £ :P.— R définis par

pl(Sk) sik = 1,2,3,

.
ZLE(p) =
“(P) {p2(5k3) sik=4,5,6.

Ces numérotations se représentent par le schéma suivant :

FIGURE 1 — Numérotation des ddls.

N
1. Montrez que <e, Pe, { L5, ... ,,,%66}) est un élément fini.

-
2. On note (a, Pa {47, ... ,.,2”4“}) la structure d’élément fini induite sur

a, dont on numérotera les ddls comme a la figure 2.

/gzq

S

7]

FIGURE 2 — Ddls sur une aréte.

—
Précisez ce que sont P, et Z.
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3. On note {N7,...,N§} et {N{,...,N{} les bases d’interpolation as-
sociées aux éléments finis précédents. On note ensuite {Nf, N§, NS}
et {N{, Ng} les bases d’interpolation associées aux éléments finis de
Pexercice 1.

(a) Montrez que

— Ne — Na
Nf:< ' ) et Nf:( i )
— —
(b) Ecrivez tout les N et Nf de la méme maniére.

Exercice 3 (Calcul explicite des bases). Dans cet exercice, on se propose
de calculer les N et les Ni' (qui sont les fonctions d’interpolation associées
aux éléments finis de lexercice 1).

—
1. Etant donnés deux points M;, My € R2, on note MM, le vecteur
colonne
— —
MM ( T91 — T11 > 7
T22 — %12
ol Mk = (Z‘]ﬂ,ib‘kg).
Etant donnés Ms, My € R?, on note
— —
| My Ma, M3My ||,

la matrice dont les colonnes sont données par ces vecteurs.
Montrez que pour tout M € RZ,

—  —
. det || SgM,SgSQ ||

N (M) et
det || 5351, 5352 ||

2. En déduire les formules explicites de N5 et N§.

3. On note {N{, N$} la base d’interpolation associée. Montrez que pour

tout s € a,
S¢ — 54
N _ — S9y. 1 2 ,
1 (S) (S 2) ||Sil _ 82a||2
Sa _ ga
N& _ — 59y . 2 1
2(8) (S 1) ||Sg’ _Sf”Z,
oil - et || - || désignent le produit scalaire et la norme euclidienne de R?.

Exercice 4. On considére un barrage triangulaire encastré dans une fonda-
tion rigide et soumis a la pression de I'eau.
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:B sur I'y, (2)

ou :

N

1

( 2
> 0 sont des constantes données,

0
( ;1 ) ( P > sont des fonctions données,
2

N

est la normale unitaire extérieure,

X

>

e
—
f

fa

) aii( ) est le tenseur des contraintes,
1<4,5<2

e cte=3 (6“Z + 9u; est le tenseur des déformations.

Oy O ) 1<i,j<2
On rappelle la loi de Hooke :

oc=2pe+ 01,

avec
0 = tr (E) = €11 + €22

1 . .
et I = < 0 > . On précise aussi que

0 1
N i;ll + ?glz
le (U) = 60?211 + 8;222 °
Ox1 Oxo

Enfin, on note comme d’habitude Q = QUTp UTy.

1. Montrer que pour toute fonction test

< 1\ .5 2
¢_<¢2).Q—>R
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nulle sur I'p,

noté (¢)

2. Montrer que

3. En déduire que
a(i, 9) =2 /Q (W) : () + A /Q 0(0)0(0).

ou : désigne le double produit contracté A : B = ZlSz‘jQ A;; Bij.
4. En déduire la formulation variationnelle de (£2).

5. On considére I’approximation de ce probléme avec les éléments finis de
I’exercice 2 et les numérotations ci-dessous :

7 6

M 6 (12) “maménn 40 440
a .1 N\
N y

On obtient ’espace d’interpolation

= — = 9 —
V= {uhe C(€2,R?) tels que up| € Py x Py pour tout e}

et les ddls .
gl (uh) =%,
—
gm(’u,h) = %,
que vous préciserez.
5
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6. Soit {¢1,...,¢12} la base d’interpolation associée. On rappelle que la
méthode des éléments finis consiste a approcher le probléme continu
(Z2) par un probléme discret, qui peut s’écrire sous la forme matricielle

AUy, =F,
avec
51']' sii € Ip,
= o .
a(¢j,¢i)  sinon,
* sit € Ip,
F;, = — b
1(¢;) sinon,

ol vous préciserez Ip et *.

7. On choisit les correspondances suivantes entre les numérotations locales
et globales des ddls :

124 7 8 10
Elements — 4 2 5 10 8 11
235 8 9 11 |7
4 5 6 10 11 12
35 9 11
Aretes — 5 6 11 12
6 4 12 10
4 1 10 7

— — —
Exprimez ¢, en fonction des N et Nf.

8. Etant donné un élément e et une aréte a, comme aux figures 1 et 2, on
définit les coeflicients élémentaires
€ 4’6 *)8 4’6 4’6
=20 [ €Ng): eNE) + 1 [ 0N 0N
(&) €
- =

er = f .N’:"

p - =
F= [ 5 -Ng.

a

Ecrivez Aj1,6 et F1go comme des sommes de ces coefficients élémentaires.

9. Calculez F}! de maniére approchée par la formule de Simpson (pour
k=1,...,4). Vous noterez |a| la longueur de a, m® = % le milieu,
et vous obtiendrez des formules qui dépendent seulement de |a| et des

—
valeurs de 3 en SY, S§ et m?.

(Voir le TP no. 3 pour la suite.)
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2.2.2 TP no. 3 : programmation

(Tournez la page.)
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TP no. 3

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Continuons le probléme du barrage du TD no. 3. On se propose de cal-
— . .

culer le déplacement approché wuj;, par matlab avec ’algorithme « classique »

d’assemblage pour les éléments finis.

Table des matiéres

1

2

3

Calcul de A% et F¢
Calcul de A€ et F*
Maillage
Assemblage
Dessin du barrage

Dessin d’un triangle

Calcul de A et F*

Soit a une aréte du maillage comme ci-dessous :

2> (¥)
@) s
A
> S;=(S;, S&J

FIGURE 1 — Noeuds et ddls d’une aréte.
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On rappelle que la matrice élémentaire A% € R*>* et le vecteur élémen-
taire F* € R* sont définis par :

0 ... 0 Ar(ST) +2 B (m?)

la| [ B1(S%) +2B1(m?)
A = et F®= 2 , 1
Lo 6 | fa(st)+280me) |0 O

B2(55) + 2 Ba(m?)
ou m® = w est le milieu de a et |a| sa longueur. On rappelle aussi que

(1 et (B2 sont les applications composantes de la force

2 B, 2
6_<ﬁ2>.FN—>IR.

On prendra un barrage de longueur et hauteur 2L = 20 meétres, comme
ci-dessous.

(0,20) TL

*
0
Co, %) (20,0)
On a alors
2L —

B (pg( ! T3) ) Sz =0,
B (r1,22) =

N

0 sinon,

oit p = 1000 (kg/m?) est la masse volumique de l'eau et g ~ 10 (N/kg)
Pintensité de la pesanteur (voir le calcul des structures).

1. Copiez/collez les programmes du TP no. 1 dans un nouveau dossier
TP3.

Remarque. Vous pouvez effacer alpha.m, c.m et f.m, car vous n’en
aurez pas besoin.

2. Créez et complétez la fonction betaa.m qui suit, dont les variables de

=
sorties seront les composantes 31 et By de la fonction [3.
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betaa.m

function [betal,beta2]=betaa(x1,x2)

rho=1000;g=10;L=10;

% A COMPLETER

=
Vérification. Pour calculez 8 (x1,z2) avec 1 = 0 et x2 = 10, vous
devez taper

[> [betal,beta2]=betaa(0,10) |

Veérifiez que vous obtenez les bonnes valeurs. Vérifiez aussi que vous
obtenez le vecteur nul pour z1 # 0 (par exemple avec z; = z2 = 10).

3. Vous allez devoir créez une fonction AaFa.m qui calcule A% et F'*, qui
ont été définis en (1). La variable d’entrée sera la matrice 4 x 2 suivante :

a a
1 P12
S5 S5
- 21 P22
Noeuds_loc = o o ,
1 P12
a a
551 S

(chaque k®™e Jigne étant abscisse et I'ordonnée du noeud supportant
le k™€ ddl de l'aréte a, comme sur la figure 1).

Complétez maintenant cette fonction, comme ci-dessous.

AaFa.m

function [Aa,Fa]l=AaFa(Noeuds_loc)

%% Noeuds de ’aréte

Sa=Noeuds_loc([1 2],:); % abscisses et ordonnées des noeuds
%% Milieu et longueur de l'aréte

ma=% A COMPLETER
h=% A COMPLETER

%% Calcul de Aa et Fa

% A COMPLETER
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Vérification. Si S{ = (0,10) et S5 = (0,0), on a

000 0 6.6667
o o000 . s 8.3333
A=l g 00 o |0 FEIOX 0
0000 0

Vérifier que vous obtenez les bons résultats en tapant

|> [Aa,Fal=AaFa([0 10;0 0;0 10;0 01)

2 Calcul de A° et F°
Soit une maille e et les coefficients élémentaires définis par
€ _>P _>€ _>€ _>€
= [ {20 (s i) + a0y o}
avec les coefficients de Lamé
p~25x10° et A~11.11 x 10° (N/m?)

(voir le calcul des structures). On rappelle que :

e ¢ est un triangle de la forme

S
Sa -

5
e les matrices ¢(Nf) € R**? se calculent par

C(Ney = L (9 Op; 2 one— [P,
EU(Nk)_Q(@l'j+8zi o Np= p2 )’

e leurs traces sont notées par

oE) = tr (V) )

=
e les Nj se calculent par

e
N sik=1,23,
= 0

0
sik=4,5,6,
Ni_s

ou {N7, N5, N5} est la base d’interpolation de Py = vect {1, z1,z2} as-
sociée aux ddls

®3)

Ly :p€Pip(Sk) (pour k=1,2,3).
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1. On rappelle que pour tout p € Py,

3
p(x1,x0) = Z Li(p) Ni(xz1,2z2) Vri,z0 €R.

Appliquez cette formule pour les polynomes de la base canonique et
déduisez en que pour tout zj, 22 € R,

1 * ok % N{ (21, 20)

1 | = * x x| x| NS(z1,22) |,

T % k% N (a1, 22)
noté M

ol vous préciserez les * en notant (Sk1,Sk2) les coordonnées de S.

2. En déduire que
AN
3%1
_ ONg
=Mx o> (4)
ON§
ox1

———
noté dNedx1

et
ON¢
Oxo
INE
=Mx 8&:22 ’ (5)
ONE
Oxa

~——
noté dNedx2

ol vous préciserez les .

Remarque. Les ON;/0z; ne dépendent plus de x1 et x2, car Ny €
vect{1, z1,z2}; en particulier, I'intégrale de (2) est égal &

A= e, < {2n (i v ) £ 2o o}

aire de e

(6)

fonction constante indépendante de x1 et x2

3. Vous allez commencer par implémenter le calcul de A€ dans la fonction
AeFe.m. La variable d’entrée sera la matrice 6 x 2 suivante :

St Si2
Sar Sao
S31 S32
N ds_1 =
oeuds_loc S S
Sar Sao
S31 S32
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(chaque k®™€ ligne étant I'abscisse et 'ordonnée du noeud supportant
le k°™m€ ddl de e).

Complétez maintenant les calculs ci-dessous, a 1’aide de (4)—(5).

AeFe.m

function [Ae,Fe]l=AeFe(Noeuds_loc)

mu=25%10"9;
lambda=11.11%1079;

S=Noeuds_loc([1 2 31,:); % abscisses et ordonnées des noeuds
aire=abs(det ([S(2,:)-S(1,:);S(3,:)-S(1,:)1)/2); % aire de e
M=% A COMPLETER

%% Calcul des derivées des N"e_k

dNedx1=% A COMPLETER
dNedx2=% A COMPLETER

4. Faites un petit calcul sur votre feuille de brouillon pour compléter les
formules ci-dessous, a partir de (3) :

ale 1 3N§
Oz1 2 Om sik=1,2,3,

* *

* %k
( ) sik=4,5,6.
* k

—
eps(i,j,k) = ¢ ;(Nf),

5. Sur matlab, on notera

ou
e i est 'indice de ligne,
e j de colonne,
e et k de page.
En fixant k et en faisant varier 7 et j, on obtient la matrice 2 x 2

—
eps(:,:,k) = e(Ny),
dont on notera la trace par

—
theta(k) = O(Ny).

Complétez les calculs de ces matrices puis de leurs traces ci-dessous.
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AeFe.m

%% Tenseurs des déformations

eps=zeros(2,2,6) ;

for k=1:3
eps(:,:,k)=[dNedx1(k) dNedx2(k)/2;% A COMPLETER
eps(:,:,k+3)=% A COMPLETER

end
%% Traces
theta=zeros(6,1);

for k=1:6
theta(k)=trace(% A COMPLETER

end

Remarque. Etant donnée une matrice A sur matlab, on peut calculer
sa trace par la commande trace(A).

6. Il reste & implémenter la formule (6). Pour calculer le double produit
contracté entre deux matrices A et B, on peut utiliser la formule :

A:B=tr(AB"),

ou BT désigne la matrice transposée de B. On peut donc réécrire (6)
de la maniére suivante :

fo = e {2u (e VD) ) + o) o) |

N
(car €(Nf) est symmeétrique).
En déduire la fin du calcul de Ae ci-dessous.

AeFe.m

%% Intégration des coefficients élémentaires

Ae=zeros(6,6);

for k=1:6
for n=1:6
Ae (k,n)=aire*(2*mu*trace(% A COMPLETER
end
end
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7. Terminez par le calcul de F'¢ ci-dessous.

AeFe.m

Fe=zeros(6,1);

(Ce vecteur est nul car la force exercée par la pression de ’eau intervient

—
seulement dans § ; voir le calcul des structures.)

Vérification. Si S1 = (0,0), S2 = (10,0) et S3 = (0,10), on doit

trouver
Ae ~ 10'0x

4.3055 —3.0555 —1.2500 1.8055 —1.2500 —0.5555
—3.0555  3.0555 0 —0.5555 0 0.5555
—1.2500 0 1.2500 —1.2500 1.2500 0
1.8055 —0.5555 —1.2500  4.3055 —1.2500 —3.0555
—1.2500 0 1.2500 —1.2500 1.2500 0
—0.5555  0.5555 0 —3.0555 0 3.0555

(F© étant le vecteur nul). Vérifiez que vous obtenez les bons résultats
en tapant

|> [Ae,Fe]l=AeFe ([0 0;10 0;0 10;0 0;10 0;0 10])

3 Maillage

On reprends le maillage du TD, voir la figure 2. Vous allez éditer, « a la
main », les fichier de données qui définissent ce maillage.

1. La variable Noeuds contiendra les abscisses et les ordonnées des noeuds

M o qui supportent chaque ddl .%;. Cela donnera une matrice 12 x 2
de la forme suivante :

Mg, 0 0
Noeuds = : = .
Mg, 0 20

Stockez 1a dans le fichier Noeuds.dat (en complétant les pointillés).

2. Editez maintenant les fichiers Elements.dat, Aretes.dat et ID.dat.
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12
Mg é— momda

()7 s (3

LY

M, M,
) (&) 6

FIGURE 2 — Maillage ; voir Elements et Aretes pour les numérotations des
éléments et des arétes.

Rappels. On a vu en TD que

1 2 4 7 8 10
4 2 5 10 8 11
Elements = 9 3 5 8 9 11 s
4 5 6 10 11 12
1
3 5 9 11 2
5 6 11 12 3
Aretes = 6 4 12 10 et ID= 7
4 1 10 7 8
9

4 Assemblage

1. Commencez par mettre la derniére ligne du programme Principal.m
en commentaire (l'ancien programme de dessin n’étant pas adapté a
notre probléme).

Principal.m

%% Dessin de la solution approchée

%Dessin;
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2. Modifiez la ligne ci-dessous (qui prends en compte le fait que les noeuds
ont maintenant deux coordonnées : abscisse et ordonnée).

Principal.m

%% Assemblage : contribution de ’équation

Noeuds_loc=Noeuds (Elements(e,:),:);

3. Complétez la condition de Dirichlet ci-dessous (signifiant que le barrage
est fixé sur I'p).

Principal. m

%% Assemblage : contribution de Dirichlet

F(1)=0;

4. Rajoutez la contribution de Neuman dans le programme Principal.m
(voir 'algorithme du cours).

5. Calculez les déplacements des noeuds en exécutant Principal.m et en
tapant

Vérification. Vous devez trouver

—0.0000
0.0000
0.0000
0.4347
0.3357
0.7408
0.0000

—0.0000
0.0000
0.1212

—0.0516
0.1392

Up ~10"*

10
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5 Dessin du barrage

Pour continuer, vous devez lire attentivement I’appendice A avant de
suivre les étapes ci-dessous.

1. Effacez le contenu du programme Dessin.m pour le remplacer par
les lignes de code ci-dessous. Vous compléterez ce code pour dessi-
ner chaque maille e, & la fois avant et aprés son déplacement. Vous
utiliserez respectivement les options ’k’ et >r--’ pour différencier la
position initiale de la position d’équilibre.

Dessin.m

clf;

hold on;

grid on;

Coef=5000; % amplifie les déplacements pour le dessin
Nelem=size(Elements,1);

for e=1:Nelem

%% Dessin de ’¢lément avant déplacement

Sommets=Noeuds (Elements(e,[1 2 3 1]),:);
% A COMPLETER

%% aprés déplacement

Deplacements=zeros(4,2) ;
Deplacements(:,1)=Uh(Elements(e,[1 2 3 11));% en 1
Deplacements(:,2)=% A COMPLETER

Equilibre=Sommets+Coef*Deplacements;
% A COMPLETER

end
%% Légendes

legend(’avant déplacement’,’apreés’);

2. Remettez enfin la derniére ligne de Principal.m comme une ligne de
code :

Dessin

11
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A  Dessin d’un triangle

Soit e un triangle de sommets S1, S et S3. Pour fixer les idées, disons
que S1 = (1,2), So = (2,5) et S5 = (0,4). Pour dessiner e avec matlab, on
peut utiliser les lignes de codes ci-dessous.

> clf
> Sommets=[1 2;2 5;0 4;1 2]
> plot(Sommets(:,1),Sommets(:,2),’k’, ’LineWidth’,2)

La variable Sommets est la matrice des abscisses et des ordonnées de
chaque sommets, c’est-a-dire :

Sommets =

— O N =
[RSNGB )

On a remis le premier sommet a la fin pour fermer le triangle. Pour dessiner
le méme triangle avec des traits rouges discontinus, utiliser 'option ’r--2
au lieu de *k’.

12

225



Cow‘%,{ e TP me. b

[Voil\ -QA %\'M I (ﬂf\f\\ﬁag./ eaw\ Lo PMWMM ; U - deasss

O Commramie 2 udle framy %J%ao %ub‘m.w

gzc'h'fm 4 CGE_OCQ do ‘4_&---

'5} LQ me% J,mh\):z_ NG’U-LAA__ anc. :;‘J— \q‘a{:m-rm
c\9.‘>M:AJeM\'A o malve de (orndommees den M 1"“‘

/QAWV\\'QM\’ .@u 44, AJ. erG/\;J_-L . Om (\A-P()&%- C‘/«A/O"’\ [

o Sm Li(;f:‘('t(gr)
T AL IS Oy

13¢3) = 4. (53)
L5,(9) =9, (59

(D,M'\
S?, S\ & Gdome d SO
500 S e — s
Ndlmh\«@oc = % S:‘l - - S,;\
S e ——— 5%

226



TC pat pattn sowlih do nfpiten G0 ands dewx foia,
rais o a A8 va @ TP o A g L sk el

do petde aiai @an hwvee focfomat o mand g
Auggele oliompnte gul A4 (oFamand Ao da 2 amendlage

dama ?{\Rmdq».Q . m\} .

,Qh QI 4 o 2
Cowoinv2
LQ Vow}oc‘e—& i W

f L‘/_\ Comp eavl ,'wrmﬂ,a,.
Sq: NM_:&L (Z'f 2’3/‘ f\ O:anmu

NQ}(\&(.QM*—.L QQ/&\«; /OI‘OM\D’GMAY ‘29\ (rv\o;.‘rm\cl_

2 a
Sq'\ 347_
SQ’:
N
21 21

(Acum t\iflhm. Qoo /V\eQAAA) .

C\fo'u\, L. progamn Mes (,5\(\195/» & Lo -F«‘m pour d “onfe ,e,uf»ﬂ‘o\fxm

o Canam ¥ ﬁo.‘F« . m\v .

227



Sechim 2 ¢l el Lo 4%, ..

/1—'[) Lo mafnie de Max. 2ol

Eo oflb o olf0enl Jo domsidims Ligna ;o amemple,
potond da b foamis
3
pCxoxa) = E; LZ(D Mj@ @c,,xz)
3@ € v, 2}y, ¥z, €R,
o Lo o we plgnoare pla,z) = 2, . Om foowva
o %= LGy No (e, x) &0
= p(s1) NI (o, y) +on-
- S NS (a ) e

20 mo\—%\— gg = C§_21 ,S£2> ,QL,, CM\AWM‘Q‘-;/& 0{% [Yldlué.m/ »LI:‘_.

228



B diwvamt Ja #D\M

) 0 (

NG (z,,xz\j

1¢4 ¢

por (\m?‘y{l}“ & x, z’_ 2, ; en htmw_ qu2

(2] ¢

): ! (DNE

2
DNQ

>y

>4££e;
>"é fes |

N
Dxa

2z

’DN&
Dxa

NN

DEEN

ot

IR

229




e

En -na%lh B IMP o mump& 4;}.(NZ> ot A= t66
2 i=4 ot Y=2. D(afl\;.n-@ TD mo. ’5/ ™m
;1- o NJI £
N = =
£2-2
oAl

£.. = NY)- L 1 2
" C"lﬂg) <, C 4,) L( <. 5m,

= ﬁ— (O + DNZ_;>
2~

D=,

4 DNY3 _

D=,

Om (0 pomne (xv\.u‘/Q poun Lo antne (ﬂfgg)dm\\'n.

S&C)D«W\ E_ Awim e

A‘QA .%M) Vosa OtVez OthXm QL S20aim Jﬂ_~£wmg%k el

avant deplacement |:
1 ===gapres

20

S
corial s e e

e——p ==t

i i i i i i i i i j
0 2 4 3 8 10 12 14 168 18 20

230



Programmes corrigés du TP
Scripts

Principal.m
%% Initialisation

clear all;
clc;

%% Generation du maillage

load Noeuds.dat;
load Elements.dat;
load ID.dat;

load Aretes.dat;

%% Initialisation de A et F

N=size(Noeuds,1);
A=zeros(N,N);
F=zeros(N,1);

%% Assemblage : contribution de 1l'equation

Nelem=size(Elements,1);
N_loc=size(Elements,2);

for e=1:Nelem

Noeuds_loc=Noeuds(Elements(e,:),:);
[Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc);

for k=1:N_loc
i=Elements(e, k);
F(i)=F(i)+Fe(k);
for n=1:N_loc
j=Elements(e,n);
A(1,3)=A(1,])+Ae(k,n);
end
end
end

%% Assemblage : contribution de Neuman

Naretes=size(Aretes,1);
N_loc=size(Aretes,2);

for a=l1:Naretes

Noeuds_loc=Noeuds(Aretes(a,:),:);
[Aa, Fa]=AaFa(Noeuds_loc);

for k=1:N_loc
i=Aretes(a, k);
F(i)=F(i)+Fa(k);
for n=1:N_loc
j=Aretes(a,n);
A(1,3)=A(1,])+Aa(k,n);
end
end
end
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%% Assemblage : contribution de Dirichlet
CardID=size(ID,1);
for temp=1:CardID
i=ID(temp);
F(1)=0;% deplacement nul sur Gamma_D
for j=1:N
A(1,3)=0;
end
A(i,i)=1;
end
%% Resolution
Uh=A\F;
%% Representation graphique
Dessin;
Dessin.m
clf;
hold on;
grid on;
Coef=5000;% amplifie les deplacements pour le dessin
Nelem=size(Elements,1);
for e=1:Nelem

%% Dessin de l'element avant deplacement

Sommets=Noeuds(Elements(e,[1 2 3 1]),:);
plot(Sommets(:,1),Sommets(:,2),'k', 'Linewidth',2);

%% apres deplacement

Deplacements=zeros(4,2);
Deplacements(:,1)=Uh(Elements(e,[1 2 3 1]));% en x1
Deplacements(:,2)=Uh(Elements(e,[4 5 6 4]));% en x2

Equilibre=Sommets+Coef*Deplacements;
plot(Equilibre(:,1),Equilibre(:,2),'r--"', 'Linewidth',2);

end
%% Legendes

legend('avant deplacement', 'apres');
Fonctions
AeFe.m

function [Ae, Fe]=AeFe(Noeuds_loc)

mu=25*1019;
lambda=11.11*10/9;

S=Noeuds_loc([1 2 3],:);% abscisses et ordonnees des noeuds
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aire=abs(det([S(2,:)-S(1,:);S(3,:)-S(1,:)])/2);% aire de e
M=[1 1 1;S(1,1) S(2,1) S(3,1);S(1,2) S(2,2) S(3,2)];% matrice de passage
%% Calcul des derivees des Nek

dNedx1=M\[0;1;0];
dNedx2=M\[0;0;1];

%% Tenseur des deformations

eps=zeros(2,2,6);
for k=1:3
eps(:,:,k)=[dNedx1(k) dNedx2(k)/2;dNedx2(k)/2 0];
eps(:,:,k+3)=[0 dNedx1(k)/2;dNedx1(k)/2 dNedx2(k)];
end

%% Traces

theta=zeros(6,1);

for k=1:6
theta(k)=trace(eps(:,:,k));

end

%% Integration des coefficients elementaires

Ae=zeros(6,6);

for k=1:6
for n=1:6
Ae(k,n)=aire*...
(2*mu*trace(eps(:,:,n)*eps(:,:,k))...
+lambda*theta(n)*theta(k));
end
end

Fe=zeros(6,1);

AaFa.m

function [Aa, Fa]=AaFa(Noeuds_loc)

%% Noeuds de l'arete

Sa=Noeuds_loc([1 2],:);% abscisses et ordonnees des noeuds
%% Milieu et longueur de l'arete

h=norm(Sa(2, :)-Sa(1,:),2);% longueur de a
ma=(Sa(1,:)+Sa(2,:))/2;% milieu de a

[a,b]=betaa(Sa(1,1),Sa(1,2)),;% calcul de la force en Sha_1
[c,d]=betaa(ma(1),ma(2));% en m
[e, f]=betaa(Sa(2,1),Sa(2,2));% en Sha_2

%% Integration des coefficients elementaires

Aa=zeros(4,4);
Fa=(h/6)*[a+2*c;e+2*c;b+2*d; f+2*d];

betaa.m

function [betal,beta2]=betaa(x1,x2)
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rho=1000;9g=10;L=10;

if (x1==0)
betal=rho*g*(2*L-x2);
else
betal=0;
end

beta2=0;
Fichiers de données

Noeuds.dat

00

10 0
20 0
0 10
10 10
0 20
00

10 0
20 0
0 10
10 10
0 20

Elements.dat

234



2.2.3 TP no. 4 (facultatif) : un maillage 2-d

(Tournez la page.)
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TP no. 4 (facultatif)

Approximation des EDPs, Printemps 2016-2017

Ce dernier TP est une introduction aux maillages en dimension 2. L’ob-
jectif est de vous donner une idée des concepts mathématiques qu’il y a
derriére les programmes. Il se trouve que c’est un probleme trés difficile a
partir de la dimension 2. Nous considérerons donc seulement un maillage
trés simple pour le barrage du TP no. 3. Théoriquement, le plus dur est de
créer une matrice Elements « cohérente ». Etant donné que cela dépasse le
cadre de ce cours, nous utiliserons la fonction delaunay.m (de matlab) sans
en expliquer les idées. En ce qui concerne les conditions aux bords, vous
apprendrez a les prendre en compte & partir des équations du domaine.

Table des matiéres

1 Préliminaires 1
1.1 Grille cartésienne de Q . . . . . . ... L. 1
1.2 Triangulation de Delaunay . . . . . . . . .. ... ... ... .. 3
1.3 Comment déterminer les noeuds de I'p? . . . . . .. ... .. 5
1.4 Comment déterminer les arétesde 'y ? . . . . . . . . .. .. 6

2 Implémentation 6

1 Préliminaires
Cette premiére section explique la stratégie que nous allons utiliser.

1.1 Grille cartésienne de )

On a besoin des équations du domaine de la figure 1. Nous allons consi-
dérer un maillage cartésien de ce domaine, avec des noeuds de la forme

h(i—1,7—1) pourl<ij<n+1,

ot h = 2L/n est le « pas en abscisse et en ordonnée ». Un exemple est donné
a la figure 2 avec n = 4.
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(0,9 Ay=o (2v,°)

FIGURE 1 — Domaine Q = {(x1,22) : 21 > 0,29 > 0,71 + 22 < 2L}.

o Rii-vi-)
vl
% { |
=4
“=A o~ L=+

A

FIGURE 2 — Maillage cartésien de Q pour n = 4.

Pour conserver seulement les noeuds qui sont dans €, on utilise les équa-
tion de la figure 1. L’ensemble des noeuds de notre maillage est donc

Ng={h(i—1,j—1):1<i,j<n+1leth(i+j—2) <2L}.

En pratique, on doit considérer des équations approchées pour éviter de
perdre des noeuds & cause des erreurs numériques. Cela veut dire qu’on va
remplacer la condition h(i 4 j — 2) < 2L par une condition du type

h(i+j—2)<2L+e.

Un bon choix de € est € = h/2, car il est suffisamment grand pour éviter les
erreurs d’arrondis et suffisamment petit pour ne pas rajouter de noeud ; voir
la figure ci-dessous.

Conclusion. L’ensemble des noeuds de notre maillage est
Ng={h(ti—1,j-1):1<i,j<n+leth(i+j—2)<2L+e}, (1)

o h=2L/n ete=h/2.
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FIGURE 3 — Equation approchée de 2 avec ¢ = h/2 : les noeuds au-dessus
de la droite en pointillé ne seront pas rajoutés.

1.2 Triangulation de Delaunay

Une fois qu’on a établi la liste des noeuds, on doit choisir une matrice des
correspondances « cohérente ». Cela repose sur l'algorithme de triangulation
de Delaunay. Il est déja implémenté dans la fonction delaunay.m.

Entrées

Etant donnés K € N et des noeuds My, ..., Mg € R?, les variables
d’entrée de delaunay.m sont les vecteurs
1 Y1
X= : et Y= : ,

TK YK

ol Mi = ((L‘l,yl)

Sortie

La variable de sortie nous donne une « matrice des correspondances co-
hérente pour les éléments finis P; » — les noeuds du maillage étant les M;
ci-dessus.

Notation

On notera cette matrice Tri, pour éviter de la confondre avec notre
matrice Elements qui doit considérer les éléments finis P; x Pp; voir les
exercices 1 et 2 du TD no. 3.
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Exemple d’utilisation

Avec les noeuds

M; = (0,0),
My = (271)7
Mz = (-1,4),
My = (0.5,6),
Ms = (0.5, 3),

> X=[0;2;-1;0.5;0.5]
les commandes | > Y=[0;1;4;6;3] nous donnent la matrice
> Tri=delaunay (X,Y)

Tri =

— W Ut W
D Ot N =
U > Ot

(qui peut étre différente selon les versions de matlab). Cela corresponds a la
triangulation ci-dessus.

Rappels. Pour e = ey, par exemple, les correspondances entre les M; et les
noeuds locaux Si sont donnés par la deuxiéme ligne [6 2 4] de Tri; voir
la figure ci-dessous.

Compatibilité

La fonction delaunay.m doit étre utilisée avec les versions anteérieures a
2007 de matlab — elle existe toujours dans les versions plus récentes mais
ne fonctionne plus pour les maillages de grandes tailles.
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1.3 Comment déterminer les noeuds de I'p ?

Pour générer le fichier ID.dat, on doit étre capable de vérifier si un noeud
est sur ['p. D’apreés la figure 4 de la page suivante, ensemble de ces noeuds

TTTT7T 7T 777 T 7 T7T77 M7 7777777

Co

FicGure 4 Equation de I'p.

est

NFD = {(1‘1,1‘2) E./\/'ﬁtdfz = 0},

ou N5 est Pensemble des noeuds de Q; voir la formule (1). On doit encore
remplacer cette condition par une condition approchée, de la forme

|z2| <e,

pour éviter les erreurs numériques. En raisonnant comme précédemment, on
peut voir que € = h/2 est satisfaisant — car cela ne rajoute aucun noeud
comme a la figure 3.

Conclusion. L’ensemble des noeuds qui sont sur I'p est
Nrp = {(z1,22) € Ny« [wg| < e}, (2)

ot € = h/2 avec h =2L/n.
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1.4 Comment déterminer les arétes de I'y 7

Pour le fichier Aretes.dat, on doit étre capable de vérifier si une aréte
a d'un triangle e est incluse dans I'y. On a deux cas possibles représentés
ci-dessous.

Ly =
%
2

FD o
\—‘N =“ -'Q.L NA‘Z AM-'Qr&\A//

F1GURE 5 — Cas possibles pour qu’une aréte a soit incluse dans I'y.

A partir de la, on raisonne comme précédemment en utilisant les équa-
tions de la figure 5 — ou plutot des équations approchées pour éviter les
erreurs numériques !

Conclusion. Soit a une aréte de sommets S, S5 € Ng. Notons
Sk = (Si1, Sfa) € R?

les abscisses et les ordonnées de ces noeuds. Alors a est incluse dans I'y si
et seulement si :

IS < e et S| < e| ou ISty +Sh—2Ll <& et S5 +5H-2L] < ¢], (3)

o € = h/2 avec h =2L/n.

2 Implémentation

Rappelons notre numérotation des ddls. Chaque noeud M; supporte deux
ddls : « ses déplacements suivant x; et xo ». Notons les .Z; et Zjnn, ol

NN = «nombre de noeuds du maillage ».
Cela veut dire que tout les ddls du probléme sont les formes linéaires
Lilup) = un (M) et Zipnn(un) = upo(M),
ot le déplacement s’écrit sous la forme
— Up1
U=
= ()

et l'indice 7 varie de 1 & NN. Cette numérotation peut se représenter par la
figure 6.
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NN =" momBae de motuda”

M; ;i NOK e
N mend

LIS

F1GURE 6 — Numéros des noeuds et des ddls.

1. Copiez/collez les programmes du TP3 dans un nouveau dossier TP4.
Créez et complétez le script Mailleur.m ci-dessous, afin de générer le
fichier Noeuds.dat.

Astuce. Commencez avec n = 2 pour avoir les mémes noeuds et ddls
qu’au TP no. 3.

Mailleur.m

%% Initialisation
clear all;
clc;

fclose(’all’);

n=2;
L=10;

h=2*L/n; % pas de la grille

eps=h/2; % pour les erreurs d’arrondis
%% Noeuds
fid=fopen(’Noeuds.dat’,’w’);

for j=1:n+1
for i=1:n+1

% test pour étre dans le domaine
test=hx (i+j-2)<=2%L+eps;
% écriture dans Noeuds.dat

if test
fprintf (fid, *%f %f\n’, (i-1)*h, (j-1)*h);
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end

end
end

% noeuds pour les ddls " déplacements suivant z2 "
% A COMPLETER (PLUSIEURS LIGNES)

fclose(fid)

Remarques. Le test vient de la formule (1). La variable logique test

vaut 1 si h(i — 1,5 — 1) € Q et 0 sinon. On a commencé par la boucle
en j (avant 7) pour conserver la numérotation du TP no. 3.

> Mailleur
Vérification. Tapez | > load Noeuds.dat
> Noeuds

2. Complétez Mailleur.m pour générer le fichier Elements.dat. Vous uti-
liserez delaunay.m, pour avoir une matrice des correspondances « co-
hérente » entre les ddls « déplacements suivant x1 ».

Mailleur.m

%% Elements
fid=fopen(’Elements.dat’,’w’);
% triangulation de Delaunay
load Noeuds.dat;
NN=size (Noeuds,1)/2; % nombre de noeuds (pris une seule fois)
X=Noeuds (1:NN,1) ; % abscisses des noecuds
Y=% A COMPLETER
Tri=% A COMPLETER
% écriture dans Elements.dat
Nelem=size(Tri,1); % nombre d’éléments
for e=1:Nelem

fprintf (fid, % A COMPLETER

end

fclose(fid);
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> Mailleur
3. Tapez | > load Elements.dat |et précisez quels sont vos nouveaux tri-
> Elements

angles eq, ..., e4 sur le dessin ci-dessous.
n( (4‘2)
.

() s (ar)

H1 M. H}
2

D) Gy

N

i

o

FIGURE 7 — Schéma du maillage a compléter (n = 2).

Remarque. Il se peut que vous ayiez des triangulations différentes,
selon les versions de matlab.

4. Complétez Mailleur.m pour générer le fichier ID.dat ; vous utiliserez
la formule (2).

Mailleur.m

%% ID

fid=fopen(’ID.dat’,’w’);

for i=1:size(Noeuds,1) % boucle sur les noeuds
% test pour avoir un noeud de Gamma_ D
test=% A COMPLETER
% écriture dans ID
if test

fprintf(fid, % A COMPLETER

end
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end

fclose(fid);

> Mailleur
Vérification. Tapez | > load ID.dat |et vérifiez que ce fichier cor-
> ID

responds a la figure 7.

5. Complétez Mailleur.m pour générer le fichier Aretes.dat ; vous utili-
serez la formule (3).

Mailleur.m

%% Aretes
fid=fopen(’Aretes.dat’,’w’);
for e=1:Nelem% boucle sur les éléments
% calcul des sommets du triangle
Num=[Tri(e,1) Tri(e,2) Tri(e,3) Tri(e,1)];
% (Ewplication : si on note Num=[i j 1 i/, alors les
% sommets du triangle sont M i, M_jet M 1; on
% répete M i a la fin pour fermer le triangle.)
for a=1:3% boucle sur les arétes
% calcul des noeuds de l’aréte
Sa=Noeuds (Num([a a+1]),:);
% test pour que l'aréte soit incluse dans Gamma_ N
test=% A COMPLETER
% écriture dans Aretes.dat
if test
fpintf(fid,’%i %i %i %i\n’,Num(a), % ...
% ... A COMPLETER

end

end

10
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end

fclose(fid);

Vérification. Tapez

> Mailleur

> load Aretes.dat

> Aretes

et terminez le schéma de

la figure 7, en précisant quelles sont vos nouvelles arétes a1, ..., a4.

6. Exécutez Mailleur.m puis Principal.m avec n = 4, 10, 25, etc.

11
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Programmes corrigés du TP no. 4

Tout les programmes sont comme dans le TP no. 3, sauf celui qui génére le
maillage ci-dessous.

Mailleur.m
%% Initialisation
clear all;

clc;
fclose('all');

h=2*L/n;% pas de la grille

eps=h/2;% pour les erreurs d'arrondis
%% Noeuds
fid=fopen('Noeuds.dat',6 'w');

for j=1:n+1
for i=1:n+1

% test pour etre dans le domaine
test=h*(i+j-2)<=2*L+eps;

% ecriture dans Noeuds.dat

if test

ond fprintf(fid, '%f %f\n', (i-1)*h, (j-1)*h);

end
end

% noeuds pour les ddls " deplacements suivant x2 "

for j=1:n+1
for i=1:n+1

% test pour etre dans le domaine
test=h*(i+j-2)<=2*L+eps;
% ecriture dans Noeuds.dat
if test
fprintf(fid, '%f %f\n', (i-1)*h, (j-1)*h);

end

end
end

fclose(fid);
%% Elements

fid=fopen('Elements.dat',6 'w');
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% triangulation de Delaunay
load Noeuds.dat;
NN=size(Noeuds,1)/2;% nombre de noeuds (pris une seule fois)
X=Noeuds(1:NN,1);% abscisses des noeuds
Y=Noeuds(1:NN,2);% ordonnees des noeuds
Tri=delaunay(X,Y);
% ecriture dans Elements.dat
Nelem=size(Tri,1);% nombre d'elements
for e=1:Nelem
fprintf(fid, '%i %i %i %i %1 %i\n', ...
Tri(e,1),Tri(e,2),Tri(e,3),...% ddls " deplacements suivant x1 "
Tri(e,1)+NN,Tri(e,2)+NN,Tri(e,3)+NN);% " suivant x2 "
end
fclose(fid);
%% 1D
fid=fopen('ID.dat', 'w');
for i=1:size(Noeuds,1)% boucle sur les noeuds
%test pour avoir un noeud de Gamma_D
test=abs(Noeuds (i, 2))<=eps;
% ecriture dans ID
if test
fprintf(fid, '%i\n',1i);
end
end
fclose(fid);
%% Aretes
fid=fopen('Aretes.dat', 'w');
for e=1:Nelem% boucle sur les elements
% calcul des sommets du triangle
Num=[Tri(e,1) Tri(e,2) Tri(e,3) Tri(e,1)];
% (Explication : si on not Num=[i j 1 i], alors les
% sommets du triangle sont M_i, M_j et M_1 ; on
% repete M_i a la fin pour fermer le triangle.)
for a=1:3% boucle sur les aretes
% calcul des noeuds de l'arete
Sa=Noeuds(Num([a a+1]),:);
% test pour que l'arete soit incluse dans Gamma_N

test=((abs(Sa(1,1))<=eps)...
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&&(abs(Sa(2,1))<=eps))...

[]-..
((abs(Sa(1,1)+Sa(1,2)-2*L)<=eps)...
&&(abs(Sa(2,1)+Sa(2,2)-2*L)<=eps));

% ecriture dans Aretes.dat
if test
fprintf(fid, '%i %i %i %i\n', ...
Num(a),Num(a+1),...% ddls " deplacements suivant x1 "
Num(a)+NN, Num(a+1)+NN);% " suivant x2 "
end
end

end

fclose(fid);
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