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POLYNOMES ET ALGEBRE LINEAIRE
Interrogation n°3
Durée 1h20

Exercice 1.
Dans R3 muni de sa base canonique %, = (e1,€9,€3), on considere les vecteurs u; = es + €3, ug = €2 — €3
et uz = e; + ez — 2e3. On note B = (€7, €5, €3) la base duale associée a la base %.

1. Montrer que % = (uy,us,u3) est une base de R3.
2. Montrer que Z* = (u},u},uj) ot u = (e} + e +e3), uy = 3(—3ej + €5 — e}) et uf = e},

3. En déduire la matrice de passage de & a Hy.

W

. Soit Fy = Vect(ui,uz) et Fo = {(z,y,2) €ER3; 2 +y+2=0}.
(a) Justifier que Fy et F sont des hyperplans de R3.
(b) Rappeler la définition de Fi-, orthogonal de F; dans (R?)*.
(c) Déterminer Fi- et Fs-.

)

(d) En déduire un systeme d’équations de F}.

ot

. Soit G = Vect(e} — €5 + €5, e} + e3) et G° lorthogonal de G dans R3.

(a) Rappeler la définition de GP.
(b) L’ensemble G est-il un hyperplan de R3 ?

(c) Déterminer G° et en donner un systéme d’équations.

Exercice 2.
Soit la base %y = (1,X,X?) de E = Ro[X] et %} la base duale associée. On considere les trois formes
linéaires sur E définies pour tout P € E par uj(P) = P(—1), u3(P) = P(0), uj(P) = P(1).

1. Déterminer les coordonnées de uj, ub et ui dans Z; et montrer que %} = (uj, u3, u3) est une base de
E*.

2. Trouver la base £ = (u1,u2,us) de E antéduale de la base 7.

3. Soit I'application L: F — R
1

P o / P(t)dt
-1

(a) Justifier que L € E*.

(b) Exprimer L dans %} et en déduire pour tout P € E une formule donnant la valeur de f_ll P(t)dt
en fonction de P(—1), P(0) et P(1).
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POLYNOMES ET ALGEBRE LINEAIRE
Correction de I'interrogation n°3

Exercice 1.

1.

A est une famille & 3 éléments dans R? et ce sera donc une base si elle est libre.
Pour a,b,c € R, on a

au; +bug +cuz =0 <= ce;+(a+b+clea+ (a—b—2c)e3 =0

c=0
= a+b+c=0 (lafamille %, étant libre)
a—b—2c=0

< a=b=c=0
Donc % = (u1,ua,u3) est une base de R3,

Par définition, #* = (uj, u3,u3) si pour tout i, j = 1,2, 3 les relations u'(u;) = d;; sont vérifiées.
Pour i = 1, on a u}(u1) = 3(e} + e} + e3)(e2 + e3) = 1 par linéarité et puisque €} (e;) = d;;.
De méme, u}(uz) = 3(ef + €5+ €3)(e2 — e3) = 0 et uj(us) = 3(e} + €5 + €3)(e1 + e2 — 2e3) = 0.

On vérifie de méme que u3(u;) = d9; et ui(u;) = 35 et donc B* = (%(e{+e’2‘+e§), $(—3ej+es—el), e{).

On peut procéder de deux manieres :

1 -3 2
e soit en utilisant la question précédente : on a B* = HJP ou P = % 1 10 et donc
1 -1 0
11
Bi = $* 1P : la matrice de passage de Z a % est donc la matrice 'P = % -3 1 - ;
2 0
3
e soit en utilisant la formule u = Zu};(x)uk qui donne pour x =e;:e; = %ul — %uz + uq
k=1 pour r =eg: ey = %ul + %UQ
pour r = €3 : €3 = %ul — %UQ

et donc (évidement) la méme matrice.

(a) Les vecteurs u; et ug n’étant pas colinéaires, on a dim(F;) = 2 = dim(R3) — 1 et donc F} est un
hyperplan de R3.
Par ailleurs, F» = Ker(¢) ot ¢ = €} + €3 + e € (R3)* et donc F» est un hyperplan de R3.
(b) Fi- = {p € (R®)*, Vu € F1, (u) = 0}.
(c) Puisque Fy = Vect(ug,uz), on a Fit = {¢ € (R3)*, o(u1) = ¢(uz) = 0}.
3

Ainsi, ¢ = Zaief € Fi- ol a; € R si et seulement si p(u;) = @(es + e3) = ag + ag = 0 et
i=1

o(ug) = p(ea — eg) = az — az = 0 donc si et seulement si ag = a3 = 0 et a; € R arbitraire. Ainsi

¢ = are} avec a; € R arbitraire et donc Fi- = Vect(e?).

Concernant Fy-, puisque Fy = Ker(e} + €3 + e}), on a directement F5- = Vect(e} + e} + €5).

(d) Puisque Fj- = Vect(e}), un systeme d’équation de Fy est el (z,y,z) = 0 & savoir x = 0.

(a) G ={u eR3, Vo € G, p(u) =0}



(b) L’ensemble G est engendré par deux vecteurs non colinéaires et donc dim(G) = 2.

Or dim(G) + dim(G®) = dim(R3) et donc dim(G°) =1 : G° n’est donc pas un hyperplan de R3.
(¢) Puisque G = Vect (ei —e5+es, e} +e§>, onaG?={uecR3 (ef—ej+ei)(u) = (e +e3)(u) =0}

cest-a-dire G* = {(7,y,2) €R?, s —y+2z=0et x +y = 0}.

. ) s . 8 0 z—y+2=0
Un systeme d’équations associé a G" est donc
r+y=0

Exercice 2.

2

1. Par la formule v} = Zu:‘ (X*®)(X*)*, les coordonnées de uf dans % sont les scalaires u?(1), u}(X),
k=0

uf(X?). Ainsi, u = (1,-1,1), uj = (1,0,0) et uf = (1,1,1).
111
Onaalors #] = #B;MouM =] —1 0 1 | et %] sera une base si et seulement si M admet pour
1 0 1
réduite de Gauss la matrice identité. La procédure d’échelonnement-réduction donne alors
11 1|1 00 1 1 1] 1 0 0 11 111 0 0
-1 01{010)]—-({0 12 110}|—=]1012|1 10
10 1{0 0 1 0 -1 0/-1 0 1 0010 % 3
1101 -3 —3 1000 -5 3
=10 1 0|1 0O -1 ]—-(010(1 0 -1
0010 % 3% 0010 4+ 1%

Ainsi, £ = (u},us, u3) est une base de E* et, ce qui servira dans la question suivante,

0
Mt=11
0

= O ol

1
2
-1
1
2

2. Avec les notations de la question précédente, puisque %5 = B5M, on a B = By 'M~! ce qui donne
uy = %(—X-}-XQ), U = 1-— )(2 et ug = %(X—FXQ).

3. (a) Pour tout P,Q € E et tout a € R, la linéarité de 'intégrale donne L(P + aQ) = L(P) + aL(Q)
donc L est linéaire et L(P) € R donc L € E*.
3 1

1
(b) On a L = ZL(uk)uZ avec L(uj) = %/ (—t + t*)dt = 1, L(ug) = / (1 —t?)dt = 1 et
k=1 -1 3 -1 3

1
1
L(ug) = % / (t +t3)dt = 3 et on obtient donc que L = %w{ + %ug + %ug a savoir que pour tout

Loty + 2poy + Lpa.

-1
! 4 1
PeE, / P(t)dt = ~ui(P) + cu(P) + —ul(P) =
1 3 3 3 3

1
3 3



