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1 Introduction

L’essentiel de ce cours sera consacré à la présentation de méthodes variation-
nelles et à leur application pour résoudre des équations semi linéaires de la
forme

−∆u + V (x)u = f(u), u ∈ H1(RN) (1)

où V ∈ L∞(RN) et f ∈ C(R) est une nonlinéarité surlinéaire à l’origine, i.e;
telle que f(s)s−1 → 0, si s → 0. Remarquons que u = 0 est trivialement
solution de (1). Nous chercherons donc des solutions non nulles.

Utiliser une méthode variationnelle pour résoudre une équation signi-
fie que l’on va chercher une solution sous forme d’un point critique d’une
fonctionnelle associée. Ici, la fonctionnelle naturelle associée à (1) est I :
H1(RN) → R avec

I(u) =
1

2

∫

RN
|∇u|2 + V (x)u2dx−

∫

RN
F (u)dx

où F (s) =
∫ s
0 f(t)dt. On peut montrer que I est de classe C1 et que si

u ∈ H1(RN) est tel que I ′(u) = 0 alors u satisfait (1) (voir [R] pour ce
type de résultat). On s’intéressera surtout à des fonctionnelles ayant une
géométrie de col.

∗Cours rédigé à l’occasion de l’école d’été “ Dynamique des équations aux dérivées
partielles non linéaires” organisée du 20 juin au 8 juillet 2005 à l’Institut Fourier.
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Définition 1.1 Soit (X, || · ||) un espace de Banach réflexif et I ∈ C1(X,R).
On dit que I a une géométrie de col ssi il existe deux points (v1, v2) dans X
tels que, si

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = v1, γ(1) = v2}
on a

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) > max{I(v1), I(v2)}.

Pour une telle fonctionnelle il est intuitif de chercher un point critique au
niveau c. Comme nous le verrons, un tel point critique peut ne pas exister.
Cependant comme conséquence de la géométrie de col on obtient, par le
principe d’Ekeland, qu’il existe une suite de Palais-Smale au niveau c pour
la fonctionnelle I (voir [E] pour un tel résultat).

Définition 1.2 Une suite {un} ⊂ X telle que I(un) → c et I ′(un) → 0 dans
le dual de X est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c (une suite PS
au niveau c pour abréger).

Soit (un) une suite PS au niveau c telle que un → u pour un u ∈ X
(éventuellement en passant à une sous-suite). Alors puisque I ∈ C1(X,R) il
vient

I(un) → c =⇒ I(u) = c et I ′(un) → 0 =⇒ I ′(u) = 0

et donc u est un point critique pour I au niveau c.

Pour montrer que un → u il faut surmonter deux difficultés.

1) Montrer que (un) est bornée (c’est un problème lié à la géométrie de
la fonctionnelle). On peut alors supposer que un ⇀ u.

2) Montrer que un ⇀ u =⇒ un → u (c’est un problème lié à la compacité).

Le Chapitre 2 sera consacré à la première difficulté et le Chapitre 3 à la
seconde.

Remarque 1.1 Sous l’hypothèse que I a une géométrie de col on peut mon-
trer l’existence d’une suite de Cerami au niveau c, i.e. telle que

I(un) → c et (1 + ||un||)I ′(un) → 0

(voir [E] pour un tel résultat).
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Remarque 1.2 Lorsque (un) ⊂ X est une suite PS et que un ⇀ u il est
souvent facile de montrer que I ′(u) = 0. Si u 6= 0 on obtient alors un point
critique non trivial. C’est souvent plus simple que de montrer que un → u.

2 Suites de Palais-Smale bornées

On va présenter tout d’abord un résultat de type “générique”. Dans ce qui
suit on abrégera par BPS une suite de Palais-Smale bornée.

Théorème 2.1 Soit (X, || · ||) un espace de Banach, J ⊂ R+ un intervalle
et (Iλ)λ∈J une famille de fonctionnelles C1 sur X de la forme

Iλ(u) = A(u)− λB(u), pour tout λ ∈ J

où B(u) ≥ 0,∀u ∈ X et B(u) → +∞ si ‖u‖ → ∞ (ou alternativement
A(u) → +∞ si ‖u‖ → ∞). On suppose qu’il existe deux points v1, v2 de X
tels qu’en posant

Γ := {γ ∈ C([0, 1], X), γ(0) = v1, γ(1) = v2}

on a, ∀λ ∈ J

c(λ) := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > max{Iλ(v1), Iλ(v2)}.

Alors, pour presque tout λ ∈ J , il existe une suite {vn} ⊂ X telle que

(i) {vn} est bornée, (ii) Iλ(vn) → c(λ), (iii) I ′λ(vn) → 0 dans le dual de X.

Notons que sous les hypothèses du Théorème 2.1, il peut ne pas exister de
suite BPS au niveau c(λ) pour certaines valeurs de λ ∈ J (voir [J1] pour un
exemple dû à Brezis).

Idées de la preuve (voir [J1] pour le détail) : On commence par
observer que la fonction λ → c(λ) est monotone (ici décroissante, puisque
B(u) ≥ 0, ∀u ∈ X). Donc c(λ) est dérivable presque partout et pour prouver
le Théorème 2.1 il suffit de montrer que si c′(λ) existe, Iλ possède une suite
BPS au niveau c(λ). Fixons un λ0 ∈ J où c′(λ0) existe. Soit {λn} ⊂ J
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une suite strictement croissante telle que λn → λ0 et {γn} ⊂ Γ une suite de
chemins satisfaisant

max
t∈[0,1]

Iλn(γn(t)) ≤ c(λn) + (λ0 − λn). (2)

Une telle suite {γn} ⊂ Γ existe puisque Γ est indépendant de λ. Nous
prouvons qu’il existe K = K(λ0) > 0 tel que

(i) ‖γn(t)‖ ≤ K si Iλ0(γn(t)) ≥ c(λ0)− (λ0 − λn).

(ii) Pour tout ε > 0, max
t∈[0,1]

Iλ0(γn(t)) ≤ c(λ0) + ε pour n ∈ N assez grand.

Par (ii), maxt∈[0,1] Iλ0(γn(t)) → c(λ0) et par (i) il existe une boule, centrée à
l’origine et dont le rayon K > 0 est indépendant de n ∈ N, qui contient la
partie supérieure (par rapport à Iλ0) de chaque chemin γn. Par un argument
de déformation, on en déduit que pour tout a > 0

inf{‖I ′λ0
(u)‖ ; u ∈ X, ‖u‖ ≤ K + 1 et |Iλ0(u)− c(λ0)| ≤ a} = 0.

Il suit que Iλ0 possède une suite PS au niveau c(λ0), bornée, car contenue
dans la boule de rayon K + 1 centrée à l’origine.

Remarque 2.1 Ce type de résultat généralise des travaux précédents de M.
Struwe (voir 9.5, ch II de [Str]). Il peut être étendu à des familles de fonc-
tionnelles ayant d’autres type de géométrie (voir par exemple [SZ] pour une
version dans un cadre de linking).

Remarque 2.2 On peut en fait montrer que l’hypothèse B(u) ≥ 0, ∀u ∈
X qui donne la monotonie sur c(λ) n’est pas nécessaire (voir [JT]). Cette
généralisation repose sur l’observation que la preuve du Théorème 2.1 peut
être adaptée, si on remplace l’existence de c′(λ0) par la condition qu’il existe
une suite strictement croissante {λn} ⊂ J telle que

λn ↑ λ0 et inf
n∈N

c(λn)− c(λ0)

λn − λ0

> −∞.

Il découle d’un résultat classique dû à Denjoy [S, Th. (4.4), p. 270], que
l’ensemble des λ0 pour lesquels cette condition est fausse est de mesure nulle.
Dans [JT] nous étendons aussi le Théorème 2.1 à une famille (Iλ)λ∈J plus
générale.
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On s’intéresse souvent à l’existence d’une suite BPS au niveau du col pour
une fonctionnelle donnée, à savoir pour un λ ∈ J donné. Le Théorème 2.1,
tout comme la version améliorée de [JT], est un outil puissant pour établir
l’existence d’une telle suite. C’est en particulier vrai si le problème possède
des propriétés de compacité :

Corollaire 2.1 Soient (X, || · ||) un espace de Banach et I ∈ C1(X,R) une
fonctionnelle de la forme I(u) = A(u)− B(u) où B et B′ sont bornés. Sup-
posons qu’il existe ε > 0 tel que, pour J = [1−ε, 1], la famille (Iλ)λ∈J définie
par

Iλ(u) = A(u)− λB(u)

satisfait les hypothèses du Théorème 2.1 et que pour tout λ ∈ J toute suite
BPS pour Iλ au niveau c(λ) admet une sous-suite convergente. Alors il existe
{(λn, un)} ⊂ [1− ε, 1]×X avec λn → 1 et

Iλn(un) = c(λn) et I ′λn
(un) = 0

telle que, si {un} ⊂ X est bornée, on a,

I(un) = Iλn(un) + (λn − 1)B(un) → lim
n→∞ c(λn) = c(1)

I ′(un) = I ′λn
(un) + (λn − 1)B′(un) → 0 dans le dual de X.

Notons que la continuité à gauche de la fonction λ → c(λ) est une conséquence
de la semi-continuité supérieure de c(λ) vraie sous des hypothèses générales
et de la monotonie (voir [J1]).

Le Corollaire 2.1 dit que, si {un} est bornée, alors c’est une suite BPS
pour I au niveau du col. On peut se poser la question de l’intérêt de ce
résultat puisque l’existence d’une suite PS pour I au niveau du col était
déjà connue (par le principe d’Ekeland) et que le seul problème restant était,
comme maintenant, de montrer qu’elle est bornée. Le progrès accompli est
le suivant : pour montrer que la suite est bornée, on utilise le fait qu’il s’agit
d’une suite de vrais points critiques pour des fonctionnelles proches de I. Le
fait que {un} est une suite de vrais points critiques (plutôt qu’une suite de
points presque critiques de I comme dans le cas d’une suite PS standard)
fournit souvent des informations supplémentaires qui aident à montrer que
{un} est bornée. Supposons que I soit définie sur un espace de Sobolev et que
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ses points critiques (comme ceux de Iλn) correspondent à des solutions d’une
EDP. Alors ils possèdent une plus forte régularité que les éléments standards
de l’espace ambiant. Aussi une utilisation d’un principe du maximum peut
garantir le signe de un, ∀n ∈ N et il existe parfois des contraintes que un doit
satisfaire, par exemple une identité de type Pohozaev (voir plus loin dans le
cours). Plus généralement, pour λ ∈ R, posons

Kλ := {u ∈ X; Iλ(u) = c(λ) et I ′λ(u) = 0} .

Si ∪λ∈[1−ε,1]Kλ est bornée pour ε > 0 et si pour tout λ ∈ [1− ε, 1] toute suite
BPS pour Iλ au niveau c(λ) admet une sous-suite convergente, I possède un
point critique.

Nous allons maintenant appliquer nos résultats abstraits pour prouver
l’existence d’une solution non triviale de

−∆u + V (x)u = f(u), u ∈ H1(RN), (3)

où l’on suppose sur V ∈ L∞(RN)

(V1) Il existe α > 0 tel que V (x) ≥ α pour tout x ∈ RN ,

(V2) lim|x|→∞ V (x) = V (∞) ∈ (0,∞)

(V3) V (x) ≤ V (∞) pour tout x ∈ RN .

et sur le terme non linéaire f ∈ C(R+,R)

(f1) f(s)s−1 → 0 si s → 0+.

(f2) Il existe a ∈]0,∞[ tel que f(s)s−1 → a si s → +∞ et

a > inf σ(−∆ + V (x)),

où σ(−∆ + V (x)) désigne le spectre de l’opérateur auto adjoint −∆ +
V (x) : H2(RN) → L2(RN) i.e.

inf σ(−∆ + V (x)) = inf
u∈H1(RN )

∫
RN |∇u|2 + V (x)u2dx∫

RN u2dx.

(f3) Soit G : R+ → R définie par G(s) = 1
2
f(s)s− F (s),
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(i) G(s) ≥ 0 pour tout s ≥ 0.

(ii) Il existe δ > 0 such that

2F (s)s−2 ≥ V (∞)− δ =⇒ G(s) ≥ δ.

Théorème 2.2 Sous les hypothèses (V1)-(V3) et (f1)-(f3), (3) possède une
solution non triviale positive.

Remarque 2.3 (f3) est satisfaite si s → f(s)s−1 est non décroissante.

Remarque 2.4 En prolongeant f par f(s) = 0 si s ≤ 0 on s’assure que
toute solution de (3) est positive. En effet soit u = u+ − u− une solution
de (3). On sait que u+, u− ∈ H1(RN) (voir [W2, Th. (4.47), p. 159] par
exemple). Alors en multipliant (3) par u− et en intégrant il vient

0 =
∫

RN
f(u+ − u−)u−dx =

∫

RN
−∆(u+ − u−)u−dx−

∫

RN
V (x)(u−)2dx

= −
∫

RN
|∇u−|2dx−

∫

RN
V (x)(u−)2dx.

D’où u− ≡ 0 et u = u+ ≥ 0.

Une solution de (3) correspond à un point critique de la fonctionnelle
I : H1(RN) → R définie par

I(u) =
1

2

∫

RN
(|∇u|2 + V (x)u2) dx−

∫

RN
F (u) dx.

Nous allons travailler sur H1(RN) avec la norme

||u||2 =
∫

RN
(|∇u|2 + V (x)u2)dx

qui sous notre hypothèse (V1), est équivalente à la norme standard sur
H1(RN). On utilisera aussi la notation :

||u||p =
(∫

RN
|u|p dx

)1/p

pour tout p ∈ (1,∞).
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Conformément à la démarche générale on va considérer la famille d’équations

−∆u + V (x)u = λf(u), pour λ ∈ [
1

2
, 1].

La famille de fonctionnelles associée est

Iλ(u) =
1

2

∫

RN
(|∇u|2 + V (x)u2) dx− λ

∫

RN
F (u) dx.

Lemme 2.1 Sous les hypothèses (V1),(f1),(f2) la famille Iλ satisfait la géométrie

du Théorème 2.1. En particulier Iλ(u) =
1

2
‖u‖2 + o(‖u‖2) lorsque u → 0 et

il existe v ∈ H1(RN), v 6= 0 tel que Iλ(v) ≤ 0,∀λ ∈ [1
2
, 1].

Idée de la preuve (voir [JT1] pour le détail) :

1) Les hypothèses (f1) et (f2) nous disent que ∀ε > 0, il existe Cε > 0 tel
que

F (s) ≤ εs2 + Cεs
p pour un p ∈]2,

2N

N − 2
[.

Par suite, par les inclusions de Sobolev, il vient que

∫

RN
F (u)dx ≤ ε||u||22 + C̃ε||u||p

pour un C̃ε > 0 et, comme p > 2, le terme
∫
RN F (u)dx devient négligeable

devant ||u||2 lorsque ||u|| est petit.

2) Le fait que ∃v ∈ H1(RN), v 6= 0 tel que Iλ(v) ≤ 0 est une conséquence
de (f2) (utiliser des fonctions test). ♠

Du Théorème 2.1 on déduit que ∃(λn) ⊂ [1
2
, 1] avec λn → 1 tel que Iλn

possède une suite de Palais-Smale bornée au niveau c(λn).

Lemme 2.2 Sous les hypothèses (V1)-(V3) et (f1)-(f3), pour tout n ∈ N il
existe un ∈ H1(RN) tel que (λn, un) ∈ [1

2
, 1]×H1(RN) vérifie Iλn(un) = c(λn)

et I ′(λn)un = 0. De plus on a que un ≥ 0 sur RN .

Preuve: Nous verrons comment prouver ce résultat dans le Chapitre 3.
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Remarque 2.5 Avec la même preuve que dans le Lemme 2.2 on montre que
si (vn) ⊂ H1(RN) est une suite de Palais-Smale bornée au niveau c pour la
fonctionnelle I alors vn → v avec v satisfaisant I(v) = c et I ′(v) = 0.

Comme conséquence de la Remarque 2.5 et du Corollaire 2.1 on voit qu’il
suffit de montrer le résultat suivant pour prouver le Théorème 2.2.

Proposition 2.1 On suppose (V1)-(V3),(f1)-(f3). Soit (un) ∈ H1(RN) la
suite obtenue au Lemme 2.2, i.e. telle que

−∆un + V (x)un = λnf(un)

avec Iλn(un) = c(λn) et λn → 1. Alors (un) ⊂ H1(RN) est bornée.

Preuve: Supposons par contradiction que ||un|| → ∞. Alors si on pose
wn = un‖un‖−1 il existe, une sous-suite toujours notée {wn}, convergeant
faiblement vers un w ∈ H1(RN) et qui satisfait l’alternative :

(1) (non-vanishing) ∃α > 0, R < ∞ et (yn) ⊂ RN tels que

lim
n→∞

∫

yn+BR

w2
n dx ≥ α > 0,

(2) (vanishing) ∀R < ∞

lim
n→∞ sup

y∈RN

∫

y+BR

w2
n dx = 0.

Notons que cette terminologie a été introduite par P-L. Lions dans ses travaux
sur la compacité par concentration [L1]. Pour prouver la Proposition il suffit
de montrer que ni (1) ni (2) ne sont possibles.

Lemme 2.3 Sous les hypothèses (V1), (f1)-(f2) si (wn) est “non vanishing”
et que (yn) ⊂ RN est bornée alors on obtient une contradiction.

Idée de la preuve (voir [JT1] pour le détail) : Puisque

−∆un + V (x)un = λnf(un)
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il vient en divisant par ||un||

−∆wn + V (x)wn = λn
f(un)

||un|| = λn
f(un)

un

wn. (4)

Comme (yn) ⊂ RN reste bornée wn → w 6= 0 dans L2
loc(R

N) et sur l’ensemble
Ω := {x ∈ RN ; w(x) > 0} qui est de mesure non nulle on a

f(un)

un

→ a.

Par suite en passant à la limite dans (4) on obtient

−∆w + V (x)w = aw.

A savoir, w 6= 0, w ≥ 0 est un vecteur propre positif associé à la valeur propre
a. Ceci est une contradiction car comme a > infσ(−∆ + V (x)) l’opérateur
−∆ + V (x) ne peut avoir de vecteur propre associé à la valeur propre a. ♠
Lemme 2.4 Sous les hypothèses (V1)-(V2)et (f1)-(f2) si (wn) est “non van-
ishing” et que |yn| → ∞ alors on a une contradiction.

Idée de la preuve (voir [JT1] pour le détail) : On pose w̃n(·) = wn(· −
yn). Alors w̃n ⇀ w̃ 6= 0 et w̃ ≥ 0 satisfait

∆w̃ + V (∞)w̃ = aw̃.

C’est une contradiction car −∆u+V (∞) n’a pas de valeur propre (le spectre
est purement continu). ♠

Pour prouver la Proposition 2.1 il reste a montrer que le “vanishing” de
(wn) ⊂ H1(RN) n’est pas possible. Comme la preuve est assez technique
nous ne l’a donnons pas ici mais renvoyons à [J1, JT1]. Notons cependant
que l’hypothèse (f3) n’est utilisée qu’ici. Cette hypothèse est technique et à
ce jour c’est un problème ouvert de chercher les hypothèses les plus générales
sur f qui garantissent l’existence d’une suite PS bornée.

Comme deuxième application de la théorie abstraite et comme prolonge-
ment de celle ci nous allons traiter un problème de bifurcation depuis le
spectre essentiel. Dans [J2] on considère la famille d’équations

−∆u(x) + λu(x) = f(x, u(x)), λ > 0, x ∈ RN , (5)

où l’on suppose qu’il existe δ > 0 est tel que
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(H1) f : RN × [−δ, δ] → R est Carathéodory.

(H2) lim
|x|→∞

f(x, s) = 0 uniformément pour s ∈ [−δ, δ].

(H3) Il existe K > 0 tel que lim sup
s→0

|f(x, s)s−1| ≤ K uniformément en x ∈
RN .

(H4) lim
s→0

F (x, s)s−2 = 0 uniformément en x ∈ RN avec F (x, s) :=
∫ s

0
f(x, t)dt.

(H5) Il existe A > 0, d ∈]0, 2[ et α ∈]0, 2(2−d)
N

[ tel que

F (x, s) ≥ A(1 + |x|)−d|s|2+α pour tout s ∈ [−δ, δ].

Définition 2.1 On dit que λ = 0 est un point de bifurcation s’il existe une
suite {(λn, un)} ⊂ R+ × H1(RN)\{0} de solutions de (5) avec λn → 0 et
||un||H1(RN ) → 0.

Notre résultat principal est le suivant :

Théorème 2.3 Si (H1)-(H5) sont satisfaites, alors λ = 0 est un point de
bifurcation pour (5).

Idée de la preuve (voir [J2] pour le détail) : On commence par
changer f en f̃ à l’extérieur de [−δ, δ] en choisissant f̃ de sorte que ∀u ∈ H,

∫

RN
F̃ (x, u) dx ≤ K

2
||u||22 où F̃ (x, s) :=

∫ s

0
f̃(x, t) dt. (6)

On introduit ensuite, pour λ > 0, la famille de fonctionnelles Iλ : H → R,
définies par

Iλ(u) = ||∇u||22 + λ ||u||22 − 2
∫

RN
F̃ (x, u) dx

associée à la version modifiée de (5). On montre, en utilisant (H5), qu’il
existe λ0 > 0, tel que pour tout λ ∈]0, λ0], les ensemble suivants sont non
vides

Γλ := {γ ∈ C([0, 1], H1(RN)), γ(0) = 0 et Iλ(γ(1)) < 0}
et

c(λ) := inf
γ∈Γλ

max
t∈[0,1]

Iλ(γ(t)) > Iλ(0) = 0.
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Donc Iλ a, pour λ ∈]0, λ0], une géométrie de col. De plus la fonction λ → c(λ)
est croissante et nous sommes donc dans la situation du Théorème 2.1. On en
déduit que, lorsque c′(λ) existe, Iλ possède une suite BPS, {um} ⊂ H1(RN)
au niveau c(λ). Par la condition de compacité (H2), cela conduit à l’existence
d’un point critique non trivial de Iλ. Ceci n’est cependant pas suffisant pour
obtenir le Théorème 2.3 ; on a besoin d’estimations précises sur la taille de
ces points critiques. On les obtient en raffinant la preuve de l’existence de
{um} ⊂ H1(RN). L’argument est en gros le suivant. Tout d’abord on montre
que ||um||2 est controlée par c(λ) et c′(λ). Nous entendons par là que ||um||2
tend vers zéro, uniformément en m ∈ N, si c(λ) → 0 et c′(λ) → 0. Par suite,
comme

||∇um||22 + λ||um||22 − 2
∫

RN
F̃ (x, um) dx → c(λ)

il suit de (6) que ||∇um||2 est aussi controlée par c(λ) et c′(λ). Donc {um}
est contenue dans une boule centrée à l’origine dont le rayon tend vers zéro
lorsque c(λ) → 0 et c′(λ) → 0. Maintenant on montre grâce à des fonctions
tests que c(λ)λ−1 → 0 lorsque λ → 0, ce qui implique l’existence d’une
suite strictement décroissante λn → 0 telle que c(λn) → 0 et c′(λn) → 0.
En appelant {un} la suite des solutions correspondant à {λn}, on déduit
immédiatement que ||un||H1(RN ) → 0 et cela prouve la bifurcation pour le
problème modifié. On montre alors que la bifurcation advient en norme L∞

et donc pour (5). ♠

Remarque 2.6 Pour des résultats antérieurs sur l’existence de points de
bifurcation nous renvoyons à [Stu1] (voir aussi [Stu2] pour une présentation
générale du sujet). Notons que l’approche à l’existence de points de bifurca-
tion développée dans [J2] a été généralisée dans [GJ].

3 Pertes de compacité

On considère dans ce chapitre de nouveau l’équation

−∆u + V (x)u = f(u), u ∈ H1(RN) (7)

sous les hypothèses (V1) et (f1) et en supposant que
∫
RN F (u)dx existe pour

u ∈ H1(RN).
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On suppose aussi que la fonctionnelle I est de classe C1, qu’elle possède
une géométrie de col et qu’il existe une suite PS bornée (un) ⊂ H1(RN) au
niveau du col c. On peut alors supposer que un ⇀ u. En général cependant on
n’a pas que un → u. Pour voir cela supposons que V (x) = V , f(u) = |u|p−1u
avec p = N+2

N−2
et que N ≥ 3. Il est standard de montrer que nos hypothèses

sont alors satisfaites.

On rappelle (voir [BL]) que toute solution u ∈ H1(RN) d’une équation
de la forme

−∆u + V u = f(u)

satisfait l’identité de Pohozaev
∫

RN
|∇u|2dx =

2N

N − 2

∫

RN
(−V u2 + F (u))dx. (8)

Remarque 3.1 Formellement (8) s’obtient en exprimant que si u est une
solution de (7) alors la dérivée de la fonction s → I(u(x

s
)) s’annule pour

s = 1.

Lorsque f(u) = |u|p−1u il vient alors que
∫

RN
|∇u|2dx =

2N

N − 2

∫

RN
(−V u2 +

1

p + 1
|u|p+1)dx.

D’autre part comme I ′(u)u = 0 on a
∫

RN
|∇u|2dx =

∫

RN
(−V u2 + |u|p+1)dx.

Par suite on obtient

(
2N

N − 2

1

p + 1
− 1

) ∫

RN
|u|p+1dx =

(
V N

N − 2
− V

2

) ∫

RN
|u|2dx.

Puisque N ≥ 3,
V N

N − 2
− V

2
> 0 et d’autre part

2N

N − 2

1

p + 1
− 1 = 0. Par

suite on a u ≡ 0 et que (un) ne converge pas vers u.

Remarque 3.2 Il existe une identité de Pohozaev lorsque l’équation est
posée sur un domaine (borné) avec des conditions de Dirichlet sur le bord
(voir par exemple [Str]). L’identité implique alors des termes de bord. Il
existe aussi des versions lorsque l’équation n’est pas autonome.
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Dans la suite du Chapitre on supposera que la non linéarité f est sous
critique dans le sens où

(f2)’ Il existe p ∈]1, N+2
N−2

[ si N ≥ 3 et p > 1 si N = 1, 2 tel que
lims→∞ f(s)s−p < ∞.

Remarque 3.3 Notons que même dans le cas sous critique (7) peut ne pas
avoir de solution. En effet dans [EL], Esteban et Lions ont montré que si
V (x) est monotone (non constant) dans une direction alors l’équation (7),
sous critique, n’a que la solution triviale.

Un premier outil pour étudier la convergence de un est le résultat suivant
(voir [JT5] pour une preuve) qui généralise des travaux antérieurs de P-L.
Lions (voir [L2]) et s’obtient sous (V1),(V2),(f1),(f2)’.

Proposition 3.1 Soit {un} une suite de Palais-Smale bornée pour I. Alors
il existe une sous-suite de {un}, toujours notée {un}, un entier l ∈ N∪ {0},
des suites {yk

n} ⊂ RN , wk ∈ H pour 1 ≤ k ≤ l tels que,

(i) un ⇀ u0 avec I ′(u0) = 0,

(ii) |yk
n| → ∞ et |yk

n − yk′
n | → ∞ pour k 6= k′,

(iii) wk 6= 0 et I∞′(wk) = 0 pour 1 ≤ k ≤ l,

(iv) ||un − u0 −∑l
k=1 wk(· − yk

n)|| → 0,

(v) I(un) → I(u0) +
∑l

k=1 I∞(wk),

où l’on suppose que dans le cas l = 0 les résultats ci-dessus sont vrai sans
wk, {yk

n}. Ici

I∞(u) =
1

2

∫

RN
|∇u|2 + V (∞)u2dx−

∫

RN
F (u)dx.

Remarque 3.4 Cette proposition signifie “intuitivement” que toute suite de
Palais-Smale bornée pour I se décompose en un point critique de I et d’une
somme finie de points critiques de la fonctionnelle à l’infini qui s’éloignent
infiniment les uns des autres.
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Un deuxième outil est donné par les propriétés des équations autonomes
de la forme

−∆u = g(u), u ∈ H1(RN). (9)

Une solution v de (9) est dite dite de moindre énergie ssi

J(v) = m, où m = inf{J(u); u ∈ H \ {0} est une solution de (9)}. (10)

Ici J : H1(RN) → R est la fonctionnelle naturelle correspondant à (9)

J(u) =
1

2

∫

RN
|∇u|2 dx−

∫

RN
G(u) dx

avec G(s) =
∫ s
0 g(τ) dτ . Les résultats suivants sont du à Berestycki-Lions [BL]

pour N = 1 et N ≥ 3 et Berestycki-Gallouët-Kavian [BGK] pour N = 2.

Théorème 3.1 On suppose que

(g0) g ∈ C(R,R) est continue et impaire.

(g1) −∞ < lim inf
s→0

g(s)

s
≤ lim sup

s→0

g(s)

s
= −ν < 0 pour N ≥ 3,

lim
s→0

g(s)

s
= −ν ∈ (−∞, 0) pour N = 1, 2.

(g2) Lorsque N ≥ 3, lim
s→∞

|g(s)|
s

N+2
N−2

= 0.

Lorsque N = 2, pour tout α > 0 il existe Cα > 0 tel que

|g(s)| ≤ Cαeαs2

for all s ≥ 0.

(g3) Lorsque N ≥ 2, il existe ξ0 > 0 tel que G(ξ0) > 0.
Lorsque N = 1, il existe ξ0 > 0 tel que

G(ξ) < 0 pour tout ξ ∈]0, ξ0[, G(ξ0) = 0 et g(ξ0) > 0.

Alors J est bien définie et de classe C1. Aussi m > 0 et il existe une solution
de moindre énergie ω de (9) qui est une solution classique et qui satisfait
ω > 0 sur RN .
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Dans [JT2] pour N ≥ 2 et [JT3] pour N = 1 ce résultat est complété de
la manière suivante:

Théorème 3.2 On suppose (g0)–(g3). Alors en posant

ΓJ = {γ ∈ C([0, 1], H1(RN)), γ(0) = 0 and J(γ(1)) < 0},

il vient ΓJ 6= ∅ et b = m avec

b = inf
γ∈ΓJ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) > 0.

De plus pour toute solution de moindre énergie ω de (9) comme donnée dans
le Théorème 3.2 il existe un chemin γ ∈ Γ tel que γ(t)(x) > 0 pour tout
(t, x) ∈ (0, 1]×RN , ω ∈ γ([0, 1]) et

max
t∈[0,1]

J(γ(t)) = b.

Idée de la preuve : La preuve est différente selon les cas N ≥ 3, N = 2 et
N = 1. Le degré de difficulté est le plus grand pour N = 1 ! Nous montrons
simplement ici, dans le cas N ≥ 3, que c ≤ m. Notons juste qu’il n’est pas
évident que c ≥ m car on ne sait pas à priori qu’il existe un point critique
au niveau c. On admettra que J possède une géométrie de col. Considérons
le chemin

t → ω(x/t) ≡ γ(t) for t > 0.

Pour prouver que c ≤ m il suffit de montrer que

(i) γ(t) → 0 si t → 0+.

(ii) J(γ(t)) → −∞ as t →∞.

(iii) maxt>0 J(γ(t)) ≤ J(ω) = m.

Il vient que

||γ(t)||2H1(RN ) = tN−2||∇ω||22 + tN ||ω||22 → 0 si t → 0
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et en utilisant l’identité de Pohozaev (8),

J(γ(t)) =
tN−2

2
||∇ω||22 − tN

∫

RN
G(ω) dx =

(
1

2
tN−2 − N − 2

2N
tN

)
||∇ω||22.

On vérifie facilement que d
dt

J(γ(t)) > 0 pour t ∈]0, 1[ et d
dt

J(γ(t)) < 0 pour
t ∈]1, +∞[. Après un changement de paramètre on a donc bien le résultat
désiré. ♠
Remarque 3.5 Le Théorème 3.2 peut être étendu à des situations où (9)
est remplacé par une équation quasilinéaire (voir [Sq]) où encore un système
d’équations. Le point clef est que l’équation (le système) soit autonome et
posé sur tout l’espace.

Fin de la preuve du Théorème 2.2 : Clairement il reste juste à
montrer (voir le Lemme 2.2) que si I possède une suite de Palais-Smale
bornée (un) ⊂ H1(RN) au niveau c alors un → u0 pour un u0 ∈ H1(RN).

Remarquons que si u0 ∈ H1(RN) est un point critique de I alors I(u0) ≥
0. En effet (par (f3)(i))

0 = I ′(u0)u0 = ||u0||2 −
∫

RN
f(u0)u0dx ≤ ||u0||2 − 2F (u0) = 2I(u0).

Maintenant si l’on suppose que c < m. De la Proposition 3.1 il vient que
un → u0. Pour montrer que c < m on utilise le chemin particulier de la
preuve du Théorème 3.2. Clairement on peut supposer que V (x) 6= V (∞)
sur un ensemble de mesure non nulle (car sinon le problème est autonome).
On obtient alors que

c ≤ I(γ(t)) < I∞(γ(t)) = m.

♠
Remarque 3.6 Pour prouver que I(u0) ≥ 0 si I ′(u0) = 0 on a utilisé (f3).
Notons que l’on peut obtenir la conclusion du Théorème sans utiliser (f3)
à ce point. En effet il suffit de supposer que I(u0) = 0 et l’on obtient une
contradiction à partir de la Proposition 3.1. Comme un ne converge pas
fortement vers u0 il reste a montrer que I ′(u0) = 0 ce qui est facile (montrer
pour cela que I ′(u)φ = 0 pour tout φ ∈ C∞

0 (RN) en utilisant les propriétés
de la convergence faible, notamment que un → u dans Lp

loc(R
N) et conclure

par densité).
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