
Opérateurs de Ritt

Opérateurs de Ritt

Loris Arnold

Université de Franche-Comté

Journées des jeunes chercheurs, 2017



Opérateurs de Ritt

Définition

Définition
Soit T ∈ B(X ). Si T vérifie :

a) T est à puissances bornées

b) Il existe C > 0 tel que pour tout n ≥ 1,
∥∥∥T n − T n−1

∥∥∥ ≤ C
n

.

On dira alors dira que T est un opérateur de Ritt.

Remarque
Il est courant de trouver l’appellation d’opérateur de
Tadmor-Ritt.
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Caractérisation des opérateurs de Ritt

Théorème

Soit T ∈ B(X ). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) T est un opérateur de Ritt.
(ii) σ(T ) ⊂ D et s’il existe K ≥ 1 tel que pour tout λ /∈ D,

‖R(λ,T )‖ ≤ K
|λ− 1|

.

Remarque

Si T ∈ B(X ) vérifie (ii) alors σ(T ) ∩ T ⊂ {1}.
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Le théorème de Katznelson et Tzafriri

Théorème
Soit T ∈ B(X ) un opérateur à puissances bornées. Alors∥∥∥T n − T n−1

∥∥∥ −→
n→+∞

0 si et seulement si σ(T ) ∩ T ⊂ {1}.

Théorème
Soit A une algèbre de Banach, et x ∈ A inversible est à
puissances bornées dans Z, c’est-à-dire, sup

n∈Z
‖xn‖ < +∞ . Si

σ(x) = {1} alors x = 1.

Proposition

Soit T ∈ B(X ) une isométrie. Alors
(i) Ou bien σ(T ) = D ou bien σ(T ) ⊂ T
(ii) σ(T ) ⊂ T si et seulement si T est bijectif.
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Lemme utile

Lemme

Soit T ∈ B(X ) vérifiant que σ(T ) ⊂ D et il existe K ≥ 1 tel que
pour tout λ /∈ D, ‖R(λ,T )‖ ≤ K

|λ−1| , alors il existe un angle
γ ∈]0, π2 [ tel que

σ(T ) ⊂ Bγ

où Bγ est un domaine de Stolz d’angle γ, c’est-à-dire
l’enveloppe convexe du point 1 et du disque de centre l’origine
et de rayon sin(γ) (voir figure 1). De plus pour tout β ∈]γ, π2 [,
l’ensemble {

(λ− 1)R(λ,T ) : λ ∈ C\Bβ
}

est borné.
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Domaine de Stolz

FIGURE: Domaine de Stolz
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Démonstration de la caractérisation

FIGURE: Contour d’intégration
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Le calcul fonctionnel holomorphe

On a
T n−1(I − T ) =

1
2πi

∫
γ
λn−1(1− λ)R(λ,T )dλ

et
T n =

1
2iπ

∫
γ
λnR(λ,T )dλ
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Le calcul fonctionnel holomorphe

Comme
{
(λ− 1)R(λ,T ) : λ ∈ C\Bα

}
est borné, il reste à

montrer que les intégrales

Ik = k
∫
γ
|λ|k |dλ| et Jk =

∫
γ

|λ|k

|λ− 1|
d |λ|

sont uniformément bornées (en k ).
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Semi-groupes analytiques

Définition

Un c0-semigroupe sur X est une famille (Tt )t>0 d’opérateurs
tels que Tt+s = Tt ◦ Ts pour tous s, t ≥ 0, T0 = I et t 7→ Tt (x) est
continue pour tout x ∈ X . Il est dit borné s’il existe une
constante C0 telle que ‖Tt‖ ≤ C0 pour tout t ≥ 0. De plus il est
dit analytique borné s’il existe 0 < α < π

2 et une fonction
analytique bornée

F : Sα := {z ∈ C, |arg(z)| < α} → B(X )

telle que F (t) = Tt pour t ≥ 0, F (z1 + z2) = F (z1) ◦ F (z2) pour
tout z1, z2 ∈ Sα et lim

z→0
z∈Sα

F (z)x = x pour tout x ∈ X .



Opérateurs de Ritt

Semi-groupes analytiques

Théorème

Soit (Tt )t≥0, un c0-semigroupe borné sur X, de générateur −A.
Les assertions sont équivalentes.

(i) (Tt )t≥0 est analytique borné.

(ii) Il existe 0 < ω <
π

2
et une constante K ≥ 0 tels que

σ(A) ⊂ Sω et |λ| ‖R(λ,A)‖ ≤ K pour tout λ ∈ C\Sω.
(iii) Il existe C1 ≥ 0 tel que t ‖ATt (x)‖ ≤ C1 pour tout x ∈ D(A)
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