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Résumé

Aprés une présentation des propriétés de |'espace S(]RN) des fonctions
C°°(IRN) a décroissance rapide et des diverses opérations que I'on peut y
effectuer (differentiation, convolution, transformation de Fourier...), on
introduira I'espace dual S’(IRV) des distributions tempérées.
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introduira I'espace dual S’(RV) des distributions tempérées. Nous
montrerons comment tous les espaces LP(R"V) (1 < p < o), les fonctions

(ou mesures) a croissance lente (i.e. au plus polynomiale) "s'injectent"
dans S’(RM).
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Résumé

Aprés une présentation des propriétés de |'espace S(]RN) des fonctions
C°°(IRN) a décroissance rapide et des diverses opérations que I'on peut y
effectuer (differentiation, convolution, transformation de Fourier...), on
introduira I'espace dual S’(RV) des distributions tempérées. Nous
montrerons comment tous les espaces LP(R"V) (1 < p < o), les fonctions
(ou mesures) a croissance lente (i.e. au plus polynomiale) "s'injectent"
dans S’(RV). Par un procédé général de transposition, nous montrerons
aussi comment nous pouvons étendre a S’(IRN) toutes les opérations que
I'on sait faire dans S(RV). Nous introduirons une classe trés utile de sous
espaces hilbertiens de S’(IR"), les espaces de Sobolev H*(RV) (s € R).
Dans la deuxiéme partie, nous utiliserons ces espaces de distributions pour
résoudre diverses equations aux dérivées partielles: L'équation de Laplace,
I'integrale de Poisson (relevement harmonique), I'équation de la chaleur,
I'équation de Schrédinger puis celle des ondes.
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Reférences

Nous ne ferons pas toutes demonstrations. Les détails peuvent se trouver
par exemple dans I'un des ouvrages suivants:
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Une algébre de convolution

11l oy = /]R IF(x)] dx, f e LX(RM).

f*g:xG]RN—>/Nf(x—y)g(y)dy.
R

||f*g||L1(]RN) < ||f||L1(1RN) ||g||L1(]RN)-
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Une algébre de convolution

11l oy = /]R IF(x)] dx, f e LX(RM).

f*g:xG]RN—>/Nf(x—y)g(y)dy.
R

||f*g||L1(]RN) < ||f||L1(1RN) ||g||L1(]RN)-

Le produit de convolution dans L}(IRV) (est commutatif et associatif
mais) n'a pas d'élément neutre.
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Approximation de |'unité

Soit ¢ € LY (RV) d'intégrale égale a 1 et

¢ x €RN — KV (kx).
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Approximation de |'unité

Soit ¢ € LY (RV) d'intégrale égale a 1 et
¢ x €RN — KV (kx).
Pour tout f € L}(RV)

@y x f — fHLl(]RN) — 0 quand k — oo.
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Approximation de |'unité

Soit ¢ € LY (RV) d'intégrale égale a 1 et
¢ x €RN — KV (kx).
Pour tout f € L}(RV)

@y x f — fHLl(]RN) — 0 quand k — oo.

Si ¢ est de classe C* et a support compact alors on dit que la suite {¢, }
est régularisante.
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Approximation de |'unité

Soit ¢ € L1+(IRN) d'intégrale égale a 1 et
QX € RN — kNgo(kx),
Pour tout f € L}(RV)
@y f — fHLl(]RN) — 0 quand k — oo.

Si ¢ est de classe C* et a support compact alors on dit que la suite {¢, }
est régularisante. En effet, elle permet de montrer que C§°(]RN) (I'espace
des fonctions de classe C* et a supports compacts) est dense dans

LY(RM).
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Approximation de |'unité

Soit ¢ € LY (RV) d'intégrale égale a 1 et
¢ x €RN — KV (kx).
Pour tout f € L}(RV)

@y x f — fHLl(]RN) — 0 quand k — oo.

Si ¢ est de classe C* et a support compact alors on dit que la suite {¢, }
est régularisante. En effet, elle permet de montrer que C§°(]RN) (I'espace
des fonctions de classe C* et a supports compacts) est dense dans
L*(RM). (On peut montrer de maniére analogue que C=°(RV) est dense
dans tous les espaces LP(RV) (1 < p < ).)
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Une fonction indéfiniment différentiable a support compact

La fonction .
¢ xRV e 7 si x| <1
0 sinon

est C®°(IRY) et a support dans la boule unité.
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La transformation de Fourier

Soit f € L}(RV).

?:CGIRNH

1 —ix
(2m)? /]R’V e (x)dx
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La transformation de Fourier

Soit f € L}(RV).

f:leRV— T l)N /Ne_ix'gf(x)dx
T)2 JR

On veérifie que f € Cg (RM) (I'espace des fonctions continues tendant vers
zero a l'infini); c’est le Lemme de Riemann Lebesgue.
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La transformation de Fourier

Soit f € L}(RV).

f:leRV— T l)N /Ne_ix'gf(x)dx
T)2 JR

On veérifie que f € Cg (RM) (I'espace des fonctions continues tendant vers

zero a l'infini); c’est le Lemme de Riemann Lebesgue. On vérifie aussi
que si f,g € LY(R") alors

Fxg(l) = (2m)27(0)Z(0)-
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Deux extensions possibles

La transformation de Fourier s'étend a d'autres espaces que L'(RV).
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Deux extensions possibles

La transformation de Fourier s'étend a d'autres espaces que L'(RV). La

démarche consiste a partir de I'espace de Schwartz S(IR") des fonctions
C®™ a décroissance rapide a I'infini qui est un sous espace de L' (IRN).
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Deux extensions possibles

La transformation de Fourier s'étend a d'autres espaces que L'(RV). La
démarche consiste a partir de I'espace de Schwartz S(IR") des fonctions
C®™ a décroissance rapide a I'infini qui est un sous espace de L' (IRN). On
pourra soit procéder par densité et définir la transformation de Fourier
dans I'espace de Hilbert L2 (]RN) qui a la propriété importante d'étre une
transformation unitaire,
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Deux extensions possibles

La transformation de Fourier s'étend a d'autres espaces que L'(RV). La
démarche consiste a partir de I'espace de Schwartz S(IR") des fonctions
C®™ a décroissance rapide a I'infini qui est un sous espace de L' (IRN). On
pourra soit procéder par densité et définir la transformation de Fourier
dans I'espace de Hilbert L2 (]RN) qui a la propriété importante d'étre une
transformation unitaire, soit procéder par dualité et obtenir une extension
beaucoup plus large de la transformation de Fourier a |'espace S’(]RN) des
distributions tempérées qui joue un role essentiel dans la théorie des
équations aux dérivées partielles.
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Les multi-indices

e Pour tout & = (ayq,...,any) € IN” (un multi-indice)

n
| =) ;.
j=1
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Les multi-indices

e Pour tout & = (ayq,...,any) € IN” (un multi-indice)

n
| =) ;.
j=1

o ! = wq!...xp!.
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Les multi-indices

e Pour tout & = (ayq,...,any) € IN” (un multi-indice)

n
| =) ;.
j=1

o ! = wq!...xp!.

@ Pour x € R" et « € IN” on pose

N n1 Ko
X" = X)Xy X"
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Les multi-indices

e Pour tout & = (ayq,...,any) € IN” (un multi-indice)

n
| =) ;.
j=1

o ol = !yl
@ Pour x € R" et « € IN” on pose

N LGN %) Xp
X" = X)Xy X"

@ Pour f € C*® et « € IN”, on pose

olalf
0f = —————————
9x;10x57...0Xp"
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La formule de Leibnitz

On rappelle la formule de dérivation d'un produit

3 (pp) = Y CPoP(9)a* P(p)

p<a

(x,p € N") ot B < u signifie B; < a; Vj et

B wn B n w;!
@ =G =G g
J J
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L'espace de Schwartz

L'espace des fonctions C*° a décroissance rapide

S(R") = {f € C*(R"); sup

xeR"

x"‘aﬁf(x)‘ <ooVa Be ]N”} _
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On vérifie que Vk € IN il existe ¢ > 0

c(1+ x| < sup |x*) < (1+ x| Vx e R"
la| <k
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On vérifie que Vk € IN il existe ¢ > 0

c(1+ x| < sup |x*) < (1+ x| Vx e R"
la| <k

et donc S(IR") est aussi défini par

{feC""(]R"), sup (14 |x|%) ]aﬁf ‘<ooV5€IN“,Vk€lN}.

xeR"
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La topologie de I'espace de Schwartz

On munit S(IR") de la famille de seminormes

feSR") — |fll,p= sup
x€R”

x“aﬁf(x)‘ (2, B € N™).
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On peut montrer que

1f —&llap
(f.g) € S(R") x S(R") — d(f,g) o lul-lpl_—__ = %P
Y DU e

est une distance sur S(RV).
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Une suite (fj) C S(IR") converge vers f € S(R") pour cette distance est
équivalent a

Vo p e N, [fi— fll, 5 — 0 — +oo)
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Une suite (fj) C S(IR") converge vers f € S(R") pour cette distance est
équivalent a

Vo p e N, [fi— fll, 5 — 0 — +oo)

De plus S(RV) muni de cette distance est complet. (On dit alors que
S(R") est un espace de Frechet.)
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Premiers exemples

o C2(RN) c S(RV)
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Premiers exemples

o C2(RN) c S(RV)
o e b ¢ S(RV), e-WH)? ¢ S(RV)
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Premiers exemples

o C2(RN) c S(RV)
o e b ¢ S(RV), e-WH)? ¢ S(RV)
o (1+x]*)~¢ ¢ S(RY) Ve
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S(R") C LP(R") Vp € [1,+o0],
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Remarque

S(R") C LP(R") Vp € [1,+o0],

car pour tout k € IN il existe ¢, > 0 tel que

191< T e R
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Premieres opérations sur |'espace de Schwartz

Soient ¢, € S(RV). Alors gy € S(RV).
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Premieres opérations sur |'espace de Schwartz

Soient ¢, € S(RM). Alors gy € S(RV). De plus
(¢.9) € S(RY) x S(RY) — gy € S(RY)

est continue.
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Soit M € C°°(1RN) une fonction a croissance lente, i.e. Y € IN", 3
cg>0,¢6>0

‘aﬁM(x)‘ < a1+ |x]|?) ¥x € RV,
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Soit M € C°°(1RN) une fonction a croissance lente, i.e. Y € IN", 3
cg>0,¢6>0

‘aﬁM(x)‘ < a1+ |x]|?) ¥x € RV,
Alors My € S(RV) V¢ € S(RV) et I'application
¥ € S(RV) — My € S(RY)

est continue.
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Soit M € C°°(1RN) une fonction a croissance lente, i.e. Y € IN", 3
cg>0,¢6>0

‘aﬁM(x)‘ < a1+ |x]|?) ¥x € RV,
Alors My € S(RV) V¢ € S(RV) et I'application
¥ € S(RV) — My € S(RY)

est continue.
(Notons qu'un monéme M(x) = x* est une fonction a croissance lente).
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Pour tout B € IN", |'application
p € S(RV) — 9Py € S(RV)

est continue.
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La transformation de Fourier dans I'espace de Schwartz

On pose D; = —ia%j et D* = D*...D)" ot « est un multiindice. Soit
¢ € S(RV). Alors p € S(RV) et
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Un isomorphisme de I'espace de Schwartz

Theorem
La transformation de Fourier

F:S(RM) - S(RY)

est bijective et bicontinue.
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Un isomorphisme de I'espace de Schwartz

Theorem
La transformation de Fourier

F:S(RM) - S(RY)
est bijective et bicontinue. Sa réciproque est donnée par

]:'—1

g =

= 7 | @ (g SERY)
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Sig,p e S(RN) alors ¢ xp € S(RV).
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Sig,p € S(RN) alors g xp € S(RV). De plus I'application

L:peSRY) - pxyp c S(RY)

est continue.
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La gaussienne
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Le cas n = 1.

niversité de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



Preuve

Lecasn=1.0na ¢ € S(R) et ¢'(x) = —x¢(x), i.e.

Dig = (=)(=x)9(x)

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



Preuve

Lecasn=1.0na ¢ € S(R) et ¢'(x) = —x¢(x), i.e.

Dig = (=)(=x)9(x)

dont la transformation de Fourier donne

9(2) = (=1D;p(8) = (=9 (0) = =9 (2)-
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Preuve

lecasn=10na g€ S(R) et ¢/(x) = —xq(x), i.e.
Dip = (=i)(=x)9(x)
dont Ia transformation de Fourier donne
¢9(g) = (=NDgp(Q) = (=)*F'(0) = —#'(0).

Donc que ¢ verifie la méme équation (linéaire du premier ordre) que ¢ et

P(0) = ce .
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Preuve

lecasn=10na g€ S(R) et ¢/(x) = —xq(x), i.e.
Dip = (=i)(=x)9(x)
dont Ia transformation de Fourier donne
¢9(g) = (=NDgp(Q) = (=)*F'(0) = —#'(0).

Donc que ¢ verifie la méme équation (linéaire du premier ordre) que ¢ et

2 L2
P(0) = ce . Or 9(0) = \/% fe*%dx =1 (intégrale de Gauss) d'ou
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La dimension supérieure n > 1 s’en déduit facilement puisque

~ 1 F W
P = 7/ I T e TN G gy . dxy
(\/27T>’V
. i 122
= 1V _% e 5% dx;) =TIV et =e 7.
= 1 / / J j=1
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Autres opérations

Pour toute fonction f définie sur IR”
oaf : x € R" — f(Ax), (dilatation de A € R)

Thf i x € R" — f(x — h) (translation de A € R")
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Soit f € L'(R"), h € R" et A € R.

(i) F(tpf) = e MEFF = e~ F(7)

(i) F(ehf) = Th}"f £(Z—h)
F(f

(i) F(oaf) = |A| " ) = [AIT"F ()
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. . 2 ) . .
En exploitant le fait que e™ 2 est sa propre transformée de Fourier on tire:
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Une transformation unitaire

La transformation de Fourier F : S(R") — S(IR") s'étend de maniére
unique en transformation unitaire de L>(IR") sur lui méme. (En notant
encore par JF cette extension, on a F*F = FF* = Id dans [2(R").)
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Une transformation unitaire

La transformation de Fourier F : S(R") — S(IR") s'étend de maniére
unique en transformation unitaire de L>(IR") sur lui méme. (En notant
encore par JF cette extension, on a F*F = FF* = Id dans [2(R").)

On appelera transformation de Fourier dans L?(IR") I'extension de
F:S(RV) — S(R") a L2(R") donnée par ce théoréme.
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Une transformation unitaire

La transformation de Fourier F : S(R") — S(IR") s'étend de maniére
unique en transformation unitaire de L>(IR") sur lui méme. (En notant
encore par JF cette extension, on a F*F = FF* = Id dans [2(R").)

On appelera transformation de Fourier dans L?(IR") I'extension de
F:S(RV) — S(RM) a L2(R") donnée par ce théoréme. (On notera que
pour une fonction f € L2(IRN) on ne calcule pas Ff par la formule

habituelle pour une fonction de L'(R") car L?(IRV) n'est pas inclus dans
LY(R").)
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Les distributions tempérées

Si T est une forme linéaire sur S(IR”) on notera

(T
(au lieu de T(¢)) I'action de T sur ¢ € S(R").
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Les distributions tempérées

Si T est une forme linéaire sur S(IR”) on notera

(T
(au lieu de T(¢)) I'action de T sur ¢ € S(R").

Definition

Une distribution tempérée est une forme linéaire continue sur S(IR"). On
note S’(IR") I'espace vectoriel des distributions tempérées.
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Critére de continuité

Une forme linéaire T sur S(R") est continue (i.e. est une distribution
tempérée) si et seulement si il existe un entier p et une constante ¢ > 0
tels que

(To)l<c Y lolls Yo €S

l&|<p. 1BI<p
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Critére de continuité

Une forme linéaire T sur S(R") est continue (i.e. est une distribution
tempérée) si et seulement si il existe un entier p et une constante ¢ > 0
tels que

(To)l<c Y lolls Yo €S

la[<p, |B]<p

Remarque: On peut remplacer les seminormes ||¢|[, 5 par les
seminormes

9l = sup (14 x")* PP o).

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



L’'exemple fondamental

Rappelons d'abord le résultat utile suivant:

Soit f € Lioc(RN) tel que

/RN F(x)p(x)dx = 0 Yo € CZ(RY).

Alors f = 0 presque partout.
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Soit f : RN — R mesurable telle qu'il existe M € IN et

/ |f(x)| dx < o
RY (14 [x|*)M
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Soit f : RN — R mesurable telle qu'il existe M € IN et
f d
[ s
RY (1+ |x|7)
On définit alors une forme linéaire sur S(RV) par

Tr 9 e S(RY) - /R o(x)F (x)dx.
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Comme

[ lobortlax = [+ e 1207,

1+ |x[*)™

(i) s (1 )V ()

1+ x| )M cerm
alors Ty est continue sur S(RV), i.e.

Tr € Sl(]RN).
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On identifie ou pas ?

Quand on dit d'une fonction mesurable f sur RV que c’est une
distribution tempérée, il faut comprendre que

peS®RY) - |

[ 900 (x)dx

définit une forme linéaire continue sur S(RV).
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On identifie ou pas ?

Quand on dit d'une fonction mesurable f sur RV que c’est une
distribution tempérée, il faut comprendre que

peSRY) = [ g(f(x)dx
R
définit une forme linéaire continue sur S(IRV). Mais se pose alors une
question clé: Est-ce que deux fonctions distinctes f et g peuvent définir la
méme distribution, i.e. Tf = T, 7
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Notons que T¢ = T, signifie

/IRN P(x)f(x)dx = /IRN ¢(x)g(x)dx, Vo € S(RV)

AN (P(X)(f(X) — g(X))dx =0, Vq0 c S(IRN)

et donc (par un résultat rappelé plus haut) f(x) — g(x) = 0 presque
partout.
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Notons que T¢ = T, signifie

[ 90 (ax = [ g(x)ax)x, Vg € SR)

RN

AN (P(X)(f(X) — g(X))dx =0, Vq0 c S(IRN)

et donc (par un résultat rappelé plus haut) f(x) — g(x) = 0 presque
partout. Ainsi les (classes de) fonctions f et g sont égales. Il n" y a donc
pas d’ambiguité a identifier une (classe de) fonction f et la distribution
tempérée associée Tr.
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Injection des espaces de Lebesgue

La condition
£ (x)] dx
/ 2\ <
RV (14 [x|%)M

pour un certain M > 0 couvre de nombreux espaces fonctionnels.
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o Si f € LY(RV) alors cette condition est satisfaite avec M = 0.
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e Sifell alors cette condition est satisfaite avec M = 0.

(R")
o SifelP(RV)avecl< p < oo alors la condition est satisfaite si
L € LP ,(]RN) ou p est I exposant conjugué de p (défini par

(1+|x|2)M
1 1 1 H

39 / 210
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(1 |x| )™
1 1 _ 1 ! /

o Si f € L(R"), la condtion est satisfaite si W €llie si
2M > N.
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(1 |x| )™
1 1 _ 1 ! /

o Si f € L(R"), la condtion est satisfaite si W €llie si
2M > N.
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o Si f € L}(RN) alors cette condition est satisfaite avec M = 0.

o Si f € LP(RV) avec 1 < p < oo alors la condition est satisfaite si
— L ¢ IP(RV) on p’ est I'exposant conjugué de p (défini par

(1 |x| )™
141 _ 1 P /
5+ =1). Or T € LP si2Mp" > N.
o0 . . . . 1 1 - .
o Si f € L(R"), la condtion est satisfaite si TP €Lllie si

2M > N.
Ainsi, tous les espaces (de fonctions) LP(RN) (p € [1, o]) s’injectent
dans I'espace S’(IRV) des distributions tempérées.
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La masse de Dirac

Pour tout a € R la forme linéaire sur S(RV)
%21 ¢ € S(RY) — 9(a)

s'appelle la masse de Dirac au point a.
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Comme

(62, @) = |@(a)| < sup |@(x)| = ll¢llo,o

x€RN

alors &, est continue, i.e. 6, € S'(RV).
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Comme

(62, @) = |@(a)| < sup |@(x)| = ll¢llo,o

x€RN

alors &, est continue, i.e. 6, € S'(RV).
(La masse de Dirac a I'origine est souvent notée 4.)
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Il n’existe pas de fonction mesurable f telle que

[, 90 ()ax = g(a). Vg € SRY).
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Il n’existe pas de fonction mesurable f telle que

[, 90 ()ax = g(a). Vg € SRY).

On exprime cela en disant que J, n’est pas une fonction.
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Il n’existe pas de fonction mesurable f telle que

[, 90 ()ax = g(a). Vg € SRY).

On exprime cela en disant que J, n’est pas une fonction. Il s'agit en
['occurence d'une mesure.
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Il n’existe pas de fonction mesurable f telle que

[, 90 ()ax = g(a). Vg € SRY).

On exprime cela en disant que J, n’est pas une fonction. Il s'agit en
I'occurence d'une mesure. Les fonctions a croissance lente sont aussi des
mesures particuliéres (absolument continues par rapport a la mesure de
Lebesgue).
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Topologie de la convergence simple

Definition

Soit (T;) C S'(RV) et T € S'(RV). On dira que T; — T dans S'(RV)
si pour tout ¢ € S(RV)

<TJ'(P> = <T, (P> quand j — oo.
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Il faut retenir qu'une distribution tempérée T € S’(RN) agit sur une
fonction ¢ € S(R") (dite aussi fonction test) et que cette action est
symbolisée par un crochet (T, ¢).
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Il faut retenir qu'une distribution tempérée T € S’(RN) agit sur une
fonction ¢ € S(R") (dite aussi fonction test) et que cette action est
symbolisée par un crochet (T, ¢). Dans le cas particulier ou T est “une
fonction T(x)", on a

(Tog) = [, 0l T()dx, Vg e SRY)
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La notion de convergence dans S’(IR") est consistante avec celles des
espaces fonctionnels que I'on a injectés dans S'(RV).
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Soit par exemple une suite (T;) C LP(RV) telle que T; — T dans
LP(RM). Alors T; — T dans S'(RV).

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 46 / 210



Soit par exemple une suite (T;) C LP(RV) telle que T; — T dans
LP(RM). Alors T; — T dans S'(RV). En effet, pour tout ¢ € S(RV),

(Tgh =Tl = (7= Tl =| [ (T - T gloax

[ 1760 = Tl g ()] o

< [T = THLP(]R’V) ”(P”Lp’(IRN) — 0.

IN
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Soit par exemple une suite (T;) C LP(RV) telle que T; — T dans
LP(RM). Alors T; — T dans S'(RV). En effet, pour tout ¢ € S(RV),

(Tgh =Tl = (7= Tl =| [ (T - T gloax

1760 = TG0l o) dx

< [T = THLP(]R’V) ”(P”LP’(IR’V) — 0.

IN

C'est méme vrai des convergences faibles dans LP(RV) (1 < p < o) et de
la convergence faible étoile dans L®(RR").
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Un résultat de densité

Theorem

Soit T € S'(RN). Alors il existe une suite de fonctions (T;) C S(RV)
telle que T; — T dans S'(RV), i.e. Vo € S(RV)
(Tj, ¢) — (T, @) quand j — oo ou, plus précisément,

[y @0 T()d = (T, ).
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Exercice

Soit h € S(RV), positive telle [h=1et hj: x € RV — jNh(jx).
Montrer que
h; — & dans S’(R").
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La transposition et son utilisation

Soit
L:S(RV) — S(RV)

une application linéaire continue.
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La transposition et son utilisation

Soit
L:S(RV) — S(RV)
une application linéaire continue. On appelle transposée de L I'application
L':S'(RY) — S'(RY)

définie par
(LT, ¢) = (T,Lgp), Vo € S(RY).
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Avant d'énoncer le résultat fondamental, rappelons que S’'(R")
contient S(RV) au sens ot tout elément p € S(RV) est identifié a la
distribution tempérée

e S®RY) = [ g()p(x)d
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Soit
L:SR") - S(RY)

une application linéaire continue.
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Theorem
Soit

L:S(RY) - S(RV)
une application linéaire continue. On suppose que la transposée
L':S'(RV) — S'(RY)

laisse invariant le sous espace S(RV) (ie. 'T € S(RY) si T € S(RV))
et, de plus L' : S(RV) — S(RN) est continue (pour la topologie de
S(RN)).
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Theorem
Soit

L:S(RY) - S(RV)
une application linéaire continue. On suppose que la transposée
L':S'(RV) — S'(RY)

laisse invariant le sous espace S(RV) (ie. 'T € S(RY) si T € S(RV))
et, de plus L' : S(RV) — S(RN) est continue (pour la topologie de
S(RN)). Alors L admet une unique extension séquentiellement continue
de S'(RN) dans Iui méme.
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Theorem
Soit

L:S(RY) - S(RV)
une application linéaire continue. On suppose que la transposée
L':S'(RV) — S'(RY)

laisse invariant le sous espace S(RV) (ie. 'T € S(RY) si T € S(RV))
et, de plus L' : S(RV) — S(RN) est continue (pour la topologie de
S(RN)). Alors L admet une unique extension séquentiellement continue
de S'(RN) dans Iui méme. Cette extension est donnée par

(LT, @) = (T, l'g), T € S'(R"), ¢ € S(RY).
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Preuve

On part de la formule

(U'T,p) = (T, L), Vo € S(RV).
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Preuve

On part de la formule

(U'T,p) = (T, L), Vo € S(RV).

Comme L' : §'(RV) — S’(RV) laisse invariant S(R"), on remplace T
par ¢ € S(RV)

(Lp, @) = (p,L'g); ¢ € S(RY).
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Preuve

On part de la formule

(U'T,p) = (T, L), Vo € S(RV).

Comme L' : §'(RV) — S’(RV) laisse invariant S(R"), on remplace T
par ¢ € S(RV)

(Lp, @) = (p,L'g); ¢ € S(RY).

Soit L une éventuelle extension de L avec les propriétés ci-dessus.
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Preuve

On part de la formule
(LT, p) = (T, Lyp), Yy € S(R").

Comme L' : §'(RV) — S’(RV) laisse invariant S(R"), on remplace T
par ¢ € S(RV)

(Lp, @) = (p,L'g); ¢ € S(RY).

Soit L une éventuelle extension de L avec les propriétés ci-dessus. Soit
T € §'(R"). Comme S(R") est séquentiellement dense dans S'(R"), il
existe (T;) C S(RV) telle que T; — T dans S'(R"). On a donc

(LT 9) = (T;. l'p), 9 € SR")
et en passant a la limite quand j — oo on devrait avoir

(LT. @) =(T.L'p), ¢ € S(RY).
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L'application ¢ € S(RY) — (T, L'p) est bien linéaire et continue car L’
est par hypotheése continue sur S(RV) et T € S'(R"). Cela définit
LT € S'(RN).
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L'application ¢ € S(RY) — (T, L'p) est bien linéaire et continue car L’
est par hypotheése continue sur S(RV) et T € S'(R"). Cela définit
LT € S'(R"). Montrons que

L:TeSRV)—LTeS(RY)

est séquentiellement continue, i.e. T; — T dans &’(R") implique
LT; — LT dans S'(RV). On a

(LTj, @) = (T;, '9) — (T, L'g) = (LT, ¢)

donc LTj — LT dans S’(RV). B
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s15s = (T, M@)s' 5., T €S'(RV), g € S(RV)
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s15s = (T, M@)s' 5., T €S'(RV), g € S(RV)

(T, 9)ss = (T, (-1)*p)ss . T € S'(RY), 9 € S(RY)
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s1 s = (T, Mg)ss., T € S'(R"), g € S(RY)
@"T, p)sr.s = (T, (-1)3%p)s s, T € S'(R"), p € S(RV)

(Th T, @)srs = (T, T_p@)ss . T €S (RY), ¢ € S(RV)
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s1 s = (T, Mg)ss., T € S'(R"), g € S(RY)
@"T, p)sr.s = (T, (-1)3%p)s s, T € S'(R"), p € S(RV)
(Th T, @)s1.s = (T. T-wp)ss . T € S'(RY), ¢ € S(RY)

Ok T )55 =(T k"o1g)ss . T eSRY), g€ SR
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s1 s = (T, Mg)ss., T € S'(R"), g € S(RY)
@"T, p)sr.s = (T, (-1)3%p)s s, T € S'(R"), p € S(RV)
(Th T, @)s1.s = (T. T-wp)ss . T € S'(RY), ¢ € S(RY)

Ok T )55 =(T k"o1g)ss . T eSRY), g€ SR

(FT. )55 =(T. Fp)ss, T €S'(RV), g € S(RV)
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Opérations sur les distributions

Theorem

Les opérations M, d*, Ty, oy et F de S(RN) dans lui méme ont des

uniques extensions séquentiellement continues de S'(R") dans lui méme
définies par:

(MT, ¢)s1 s = (T, Mg)ss., T € S'(R"), g € S(RY)
@"T, p)sr.s = (T, (-1)3%p)s s, T € S'(R"), p € S(RV)
(Th T, @)s1.s = (T. T-wp)ss . T € S'(RY), ¢ € S(RY)

Ok T )55 =(T k"o1g)ss . T eSRY), g€ SR

(FT. )55 =(T. Fp)ss, T €S'(RV), g € S(RV)
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Multiplication par une fonction a croissance lente

Supposons que T € S(]RN). Comme

(M'T, ¢)ss = (T.Mg)s,s = | T(x)(Mg)(x)dx
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Multiplication par une fonction a croissance lente

Supposons que T € S(]RN). Comme

(M'T, ¢)ss = (T.Mg)s,s = | T(x)(Mg)(x)dx

on voit que si T € S(RV) alors M'T = MT.
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Donc la restriction de M’ a S(IRV) n'est rien d'autre que I'opération M
(dont on sait qu’elle est continue pour la topologie de S(RV)).
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Donc la restriction de M’ a S(IRV) n'est rien d'autre que I'opération M
(dont on sait qu’elle est continue pour la topologie de S(IR")). Ainsi, on
étend l'opération M aux distributions tempérées par

(MT, 9515 =(T.M@)sis = (T, Mp)s s, T €S'(R"), p € S(R).
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Supposons que T € S(R"). Soit L =9*. On a

(LT, p)ss = (T Lo)ss =(T "p)s s
— / T (x)3%¢(x) dx.
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Une integration par parties |a| fois donne

/T(x)a"‘go(x)dx - /(_1)\“\aar(x)(p(x)dx
= (- T, 9)s s

d'otr (L'T, @)sr,s = ((—1)*10 T, ¢) 57,5 montrant que L'T = (—1)l*lo*T
lorsque T € S(RV).
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Une integration par parties |a| fois donne

[Txaexd = [(~1)" T (x)g(x)dx
= ((—1)'“'8"‘ T, ¢>S’,S
d'ot (L'T, ¢)s.s = ((—1)1"9* T, ¢)sr,s montrant que L'T = (—1)1*lo*T
lorsque T € S(RV). Ainsi la restriction de L’ & S(RV) n’est rien d'autre

que la dérivation 9 (au facteur multiplicatif pres (—1)/*) dont on sait
qu’elle est continue pour la topologie de S(RV).
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La translation

Supposons que T € S(R"). Soit L = 14. On a
(U'T p)ss = (T.lo)ss= (T thp)s.s
= [ TXgtc=hdx = [ Tl +hpln)dy = (T, )s

dou (L'T,¢)srs = (t-n T, @)s.s montrant que L'T = 7_, T lorsque
T € S(RV).
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La translation

Supposons que T € S(R"). Soit L = 14. On a

(LT 9)ss = (T.Lp)s.s =(T.Thp)s s
= [ Te(x—idx = [ T(y+hg()dy = (0T @)s

dou (L'T,¢)srs = (t-n T, @)s.s montrant que L'T = 7_, T lorsque
T € S(RM). Ainsi la restriction de L’ 3 S(R") n’est rien d'autre que la
translation T_j dont on sait qu'elle est continue pour la topologie de

S(RY).
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La dilatation

Si TeSMRY)etL=oy alors

<L/T, (p>3/'3 = <T,0’k(p>3/'$ = / T(X)O'k(p(x)dXI / T(X)gO(kX)dX.
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La dilatation

Si T € S(RY) et L = oy alors
<L/T, (p>3/'3 = <T,0’k(p>3/'$ = / T(X)O'k(p(x)dXI / T(X)gO(kX)dX.

Or le changement de variable y = kx donne dy = |k|N dx (kN est le
jacobien de la transformation x — kx) et

[ Te0etogdx = [ 1KV T(ky)p(y)dy.
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Alors
(LT g)ss = (k" o1 T oxp)sis

et donc (L'T, @) s s = (|k| ™" o1 T, ¢)s'.s montrant que
U'T = |k|_N(7%T lorsque T € S(RV).
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Alors
(LT g)ss = (k" o1 T oxp)sis
et donc (L'T, @) s s = (|k| ™" o1 T, ¢)s'.s montrant que
U'T = |k|_N(7%T lorsque T € S(RM). Ainsi la restriction de L’ 3
S(RM) n'est rien d'autre que I'opération |k| " 01 dont on sait qu’elle est

continue pour la topologie de S(RV).
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La transformation de Fourier

Soit T € S(R) et L = F alors
(LT 9)ss = (T Fohss = [ TR)Fp(x)dx = [ FT(x)p(x)d

dou (L'T,¢)srs =[FT,9] =(FT,p)s.s ce qui montre que
U'T =FT lorsque T € S(RV).
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La transformation de Fourier

Soit T € S(RN) et L = F alors
(LT 9)ss = (T Fohss = [ TR)Fp(x)dx = [ FT(x)p(x)d

dou (L'T,¢)srs =[FT,9] =(FT,p)s.s ce qui montre que

U'T = FT lorsque T € S(RV). Ainsi la restriction de L’ 3 S(RV) n'est
rien d'autre que la transformation de Fourier F dont on sait qu'elle est
continue pour la topologie de S(RV).
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Consistance

Notons que la transformation de Fourier a déja été définie pour des
fonctions qui ne sont pas forcément dans S(IR"), a savoir les fonctions de
L*(RN) et celles de L2(RV).
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Consistance

Notons que la transformation de Fourier a déja été définie pour des
fonctions qui ne sont pas forcément dans S(IR"), a savoir les fonctions de
L*(RN) et celles de L2(RV). En fait, leurs transformations de Fourier
coincident avec celle des distributions tempérées.
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Consistance

Notons que la transformation de Fourier a déja été définie pour des
fonctions qui ne sont pas forcément dans S(IR"), a savoir les fonctions de
L*(RN) et celles de L2(RV). En fait, leurs transformations de Fourier
coincident avec celle des distributions tempérées. |l n'y a donc pas
d'ambiguité a parler de la transformation de Fourier d'un élément de
L*(RM) ou de L2(RN) que ce dernier soit vu comme une fonction ou
comme une distribution tempérée.
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Consistance

Notons que la transformation de Fourier a déja été définie pour des
fonctions qui ne sont pas forcément dans S(IR"), a savoir les fonctions de
L*(RN) et celles de L2(RV). En fait, leurs transformations de Fourier
coincident avec celle des distributions tempérées. |l n'y a donc pas
d'ambiguité a parler de la transformation de Fourier d'un élément de
L*(RM) ou de L2(RN) que ce dernier soit vu comme une fonction ou
comme une distribution tempérée. De méme si T est une fonction de
classe C! et si T définit une distribution tempérée alors ses dérivées
partielles usuelles coincident avec ses dérivées partielles distributionnelles.
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Consistance

Notons que la transformation de Fourier a déja été définie pour des
fonctions qui ne sont pas forcément dans S(IR"), a savoir les fonctions de
L*(RN) et celles de L2(RV). En fait, leurs transformations de Fourier
coincident avec celle des distributions tempérées. |l n'y a donc pas
d'ambiguité a parler de la transformation de Fourier d'un élément de
L*(RM) ou de L2(RN) que ce dernier soit vu comme une fonction ou
comme une distribution tempérée. De méme si T est une fonction de
classe C! et si T définit une distribution tempérée alors ses dérivées
partielles usuelles coincident avec ses dérivées partielles distributionnelles.
On montre aussi qu'une distribution tempérée dont les dérivées partielles
premiéres sont nulles est une constante.
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Autres propriétés

Soit T € S'(RN). Alors:

(i) F(D*T) = C*F(T)

(i) F*F = FF* = 1Id dans S'(RV)
(i) F(tpT) = e F(T).
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Preuve

(i) On sait que S(IR") est séquentiellement dense dans S’(RV). Il existe
donc une suite (T;) C S(RV) telle que T, — T dans S'(RV).
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Preuve

(i) On sait que S(IR") est séquentiellement dense dans S’(RV). Il existe
donc une suite (T;) C S(RV) telle que T, — T dans S’(RV). Or on sait
que dans S(RV)

F(DT)) = L F(T)).
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Preuve

(i) On sait que S(IR") est séquentiellement dense dans S’(RV). Il existe
donc une suite (T;) C S(RV) telle que T, — T dans S’(RV). Or on sait
que dans S(RV)

F(DT}) = " F(T)).
De plus D*T; — D*T dans S'(RV) car la dérivation dans &'(RV) est
séquentiellement continue et donc F(D*T;) — F(D*T) dans S'(R")

car la transformation de Fourier F dans S’(RV) est aussi
séquentiellement continue.
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Preuve

(i) On sait que S(IR") est séquentiellement dense dans S’(RV). Il existe
donc une suite (T;) C S(RV) telle que T, — T dans S’(RV). Or on sait
que dans S(RV)

F(DT}) = " F(T)).

De plus D*T; — D*T dans S'(RV) car la dérivation dans &'(RV) est
séquentiellement continue et donc F(D*T;) — F(D*T) dans S'(R")
car la transformation de Fourier F dans S’(RV) est aussi
séquentiellement continue. D’autre part, pour la méme raison,

F(T;) — F(T) dans S'(RV) et donc {*F(T;) —»C*F(T) dans S'(RV)
car la multiplication par la fonction (a croissance lente) * est une
opération dans S’(RV) séquentiellement continue.
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(i) On part de I'identité connue dans S(RV)
FU(FT) =F(FT) =T,

et I'on passe a la limite (j — o0) en utilisant la continuité séquentielle
dans S’(RV) des differentes opérations en jeu.
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(iii) On part de I'identité connue dans S(RV)
F(tnT;) = ™ F(T;)

et I'on passe a la limite (j — o0) en utilisant la continuité séquentielle
dans S’(RV) des differentes opérations en jeu. H
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Théoréme de structure

Soit T € S'(RN). Alors il existe une fonction f continue et & croissance
lente sur RN et un multi-indice a tels que T = 9*f.
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Exemple 1

La fonction égale a 1 partout est (en tant que fonction bornée) une
distribution tempérée dont on peut calculer la transformée de Fourier dans

S’ (RV).
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Exemple 1

La fonction égale a 1 partout est (en tant que fonction bornée) une
distribution tempérée dont on peut calculer la transformée de Fourier dans
S’(RN). Par définition, F1 est une distribution tempérée dont I'action sur

les fonctions test ¢ € S(IR") est donnée par

(Fl,9)s.s = (1, Fo)s,s.
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Or (L) s = [ 1ip(x)dx = [ p(x)dx d’ou

(FLghss = [aod= [9(@)dz = (27)

Nz
1
—

—
N—

Nz
\
<)
—
N
S—

Q.
NaN|
|

=

= (271)7 ¢(0)

d’aprés la formule de Fourier inverse.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



Or ¢(0) = (5, @) s s d'ott (F1, @) s s = ((271)2 50, @) s s ce qui montre
que

[N

F1=(2m)?6.
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Exemple 2

On sait que J est une distribution tempérée.
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Exemple 2

On sait que J est une distribution tempérée. Par définition

(Fé,p)srs = (0.Fp)ss=(0,.9)s.s

P(0) = x)dx
= 90 =y [ ot

= [em ¥olad = (2m1)  g)s.s

_N
2.

d’ou I'on déduit que Fé = (27)
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Exemple 3

Soit h € RN

(Thd, @) = (0, T-np) = (6, ¢(- + h)) = @(h) = (5n. )
ol J, est la masse de Dirac en h. Donc

Th(s = (5/,.
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Exemple 4

La formule .
F(t,T) = e F(T)

donne alors _ .
op = €"t5 = (2m) "2 Mt
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x€R — H(x) =

{ 1six>0

0si x <0.
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C'est une fonction bornée et donc H définit la distribution tempérée

—+o0

¢ € S(R) —>/ H(x)p(x)dx = /0+°° o(x)dx.

— 00
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Cherchons sa dérivée

+oo a
H.plss = —(Holsos=— [ @Xdx=— tim_ ["g'(x)d
=~ lm_[g(2) = 9(0)] = 9(0) = (6. ¢}
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Cherchons sa dérivée

+oo a
H.g)ss = ~(Hohss=— [ ¢(dx=— tim_["¢/(x)dx
= —lim_lp(2) = 9(0)] = 9(0) = (3, 9)s
d’ou
H =§.
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Exercices
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Exercices

1) Soit f une fonction a croissance lente, C! par morceaux (ayant un
nombre fini de discontinuités de premiére espece). Calculer sa dérivée dans

S'(RV).
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Exercices

1) Soit f une fonction a croissance lente, C! par morceaux (ayant un
nombre fini de discontinuités de premiére espece). Calculer sa dérivée dans
S’'(RM).

2) Montrer que (&', p)s.s = —¢'(0).
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Exercices

1) Soit f une fonction a croissance lente, C! par morceaux (ayant un
nombre fini de discontinuités de premiére espece). Calculer sa dérivée dans
S’'(RM).

2) Montrer que (&', p)s.s = —¢'(0).

3) Montrer que pour toute fonction f de classe C* et a croissance lente
dans R on a fd, = f(a)d,.
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Exercices

1) Soit f une fonction a croissance lente, C! par morceaux (ayant un
nombre fini de discontinuités de premiére espece). Calculer sa dérivée dans
S’'(RM).

2) Montrer que (&', p)s.s = —¢'(0).

3) Montrer que pour toute fonction f de classe C* et a croissance lente
dans R on a fd, = f(a)d,.

4) Montrer que x6' = —§
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Une distribution valeur principale de Cauchy

Posons
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Notons que

/|x>g(P(X)dX:/g<x< MdeL q)iX)dX

x b 2}
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Notons que

/ (P(X)dX:/ ACII o) .
x|ze X e<|x|<p X X235 X
et que
/ o) o _ / ¢(X)—¢(0)dx+/ ¢(0) 4
e<|x|<1 X e<|x|<3 X e<|x|<i X
-/ p(x)—9(0) , o) —9(0)
e<k<y X K<z X
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Ainsi (T, ¢)s s est bien définie et
¢(x) = ¢(0)

I e S T S
< SUP\¢'(Y)\+2||<P||L1(R)-
yeR

(T, ¢)s sl

IN
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Comme

9l = [ 100l = [ 1o |00l (1+x2)dx
1 2
< ([L5%) ol 4+ )]

on voit que T est bien continue, i.e.

T e S'(R).
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Comme

9l = [ 100l = [ 1o |00l (1+x2)dx
1 2
< ([L5%) ol 4+ )]

on voit que T est bien continue, i.e.

T e S'(R).

Notons que la présence de la seminorme sup, g |¢'(y)| indique que cette
distribution n'est pas une mesure.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



Exercice

Montrer que dans R la fonction In(|x|) est une distribution tempérée et

in([x])’ = vp(~).

X
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Exercice

Montrer que dans R la fonction In(|x|) est une distribution tempérée et

in([x])’ = vp(~).

X

Montrer aussi que xvp(%) = 1.
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) 1
lim —— =

e—04 X+ 1€ N
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1

1
lim —— — i,
e 0y X+ i€ VP(X) ieo
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Autre exemple

1 1
li = —) — i7d.
€LT+ X+ ie Vp(x) o

En effet, 3 ¢ > 0 fixé ﬁ est la dérivée de log(x + i¢) ou log désigne la

determination principale du logarithme, i.e.
log(x + ie) = log |x + ie| + iArg(x + ie)

ot Arg(x +ie) € |—m, mt[.
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Or
lim log(x + ie) = log |x| + il(x)

8‘>0+

ol /(x) =0six>0,/(x)=msix<0 /(x)=75six=0.
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Or

lim log(x + ie) = log |x| + il(x)

8‘>0+
ot [(x) =0six>0,/(x)=msix<0,/(x)=7%si x=0.Donc (la
dérivation étant continue dans S’'(IR))

1 1
Il :l / .I/ = — — )
S n(Ix])" +il" = vp(2) — ind
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Equations sur des distributions

1) L'equation xf = 0 a pour unique solution dans S’'(R)
f=co

ol ¢ est une constante.
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Equations sur des distributions

1) L'equation xf = 0 a pour unique solution dans S’'(R)
f=cbd
ol ¢ est une constante. En effet, si f =6

(xf, @) = (f.xp) = (x¢) (0) =0V ¢ € S(R).
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Inversement, soit xf = 0. Soit x € D(RR) telle que x(0) = 1. Alors pour
tout ¢ € S(R),

P(x) = ¢(x) = 9(0)x(x) € S(R) et (0) =0
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Inversement, soit xf = 0. Soit x € D(RR) telle que x(0) = 1. Alors pour
tout ¢ € S(R),

P(x) = ¢(x) = 9(0)x(x) € S(R) et (0) =0

alors ¢ définie par

¥(x) o
Sy ) T six #£0
Plx) = { ¢’(0) sinon

est dans S(R) et vérifie P(x) = xP(x).
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Inversement, soit xf = 0. Soit x € D(RR) telle que x(0) = 1. Alors pour
tout ¢ € S(R),

P(x) = ¢(x) = 9(0)x(x) € S(R) et $(0) =0
alors ¢ définie par

¥(x) o
Sy ) T six #£0
p0) = { ¢’(0) sinon

est dans S(R) et vérifie ¥y(x) = xiP(x). Alors

(frg) = (F.9+90)x) = (f.xp) +(f, x)9(0)
(xF ) + (F. 1) 9(0) = (£, x)9(0)

dou f=cd (c=(fx)).
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2) L'équation xf =1 a pour unique solution dans S’(R)
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2) L'équation xf =1 a pour unique solution dans S’(R)

1
f= vp(;) +cd.
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2) L'équation xf =1 a pour unique solution dans S’(R)
F=vp(2)+co
= vp(=) + cd.
p X

En effet, comme xvp(1) = 1 alors xf = 1 équivaut a

1
f—vp(=)) =0
x(F — ()
et donc d'aprés ce qui précéde

1
f—vp(=) = cd.

X
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La formule sommatoire de Poisson et le peigne de Dirac

Soit ¢ € S(R) et
—+o0
P(x):= Y. @(x—27mk).

k=—o0
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La formule sommatoire de Poisson et le peigne de Dirac

Soit ¢ € S(R) et
—+o0
P(x) = k; ¢(x — 27mk).

Comme ¢ € S(R), cette série ainsi que les séries dérivées convergent
normalement sur les bornés de IR.
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La formule sommatoire de Poisson et le peigne de Dirac

Soit ¢ € S(R) et
—+o0
P(x) = k; ¢(x — 27mk).

Comme ¢ € S(R), cette série ainsi que les séries dérivées convergent
normalement sur les bornés de R. Alors ¢ € C®(IR) et est 27t-périodique.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche




La formule sommatoire de Poisson et le peigne de Dirac

Soit ¢ € S(R) et
—+o0
P(x):= Y. @(x—27mk).

k=—o0
Comme ¢ € S(R), cette série ainsi que les séries dérivées convergent
normalement sur les bornés de R. Alors ¢ € C®(IR) et est 27t-périodique.
Alors 1 est égale a sa série de Fourier
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ol les ¢, sont donnés par

1 27 —ikx 1 & 27 —ikx
—/0 P(x)e dx = — Z/o p(x —2mk)e "™ dx

27 27T P
27t(k—1) ky
— —iky o
27'ckz /27'ck 42 Y
1 i 1
— e~k dy — ——
3= [ oy = 0
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1 = ,
YO0 =—= Y 9(k)e"™ (xER).

k=—00
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1 = ,
)= =Y 9™ (xeR).
T k=—o0

L'évaluation en x = 0 donne la formule sommatoire de Poisson

1=

)f p2mk) = — T G(k).

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 91 / 210



On peut l'interpréter au sens des distributions tempérées comme

+o00 1 +o00 1 go\
0ok, @) = —— 0k, @) = —— Ok,
<k:2_00 27k ¢> \/ﬁ<k:2_oo k §0> m<k:2_00 k §0>
soit
Tk = —— = — e
=T \ﬁ Pl it
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On peut l'interpréter au sens des distributions tempérées comme

+o00 1 +o00 1 go\
Sonk, @) = — Ok, P) = — Ok,
<k:2_00 27k ¢> \/ﬁ<k:2_oo k §0> m<k:2_00 k (P>
soit
+ 1 + 5\ 1 "
ok = ——— =— e
k:z_oo 2k \% 27-[ k:z—oo : 27-[ k:z—oo

que I'on appelle parfois le peigne de Dirac.
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On peut l'interpréter au sens des distributions tempérées comme

+o00 1 +o00 /\
Oork, @) = —— Ok, @ 0
<k§m 2k, P) m<k§m K@) = k;w ko @)
soit
+oo +o0 R 1 +oo "
L o= pm L Gi=gn B e
k=—oo T = L —st

que I'on appelle parfois le peigne de Dirac. Ce résultat s'étend facilement
s N
a R
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La convolution

Soit ¢ € S(RN) fixée. Alors I'application
L:peSMRY) - ¢xypecSMRY)

a une unique extension séquentiellement continue de S’(RY) dans lui
méme définie par

(p* T, X)srs = (T, 9xX)ss, T €S'(RY), x e S(RY)
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La convolution

Soit ¢ € S(RN) fixée. Alors I'application

L:peSMRY) - ¢xypecSMRY)

a une unique extension séquentiellement continue de S’(RY) dans lui
méme définie par

(p* T, X)srs = (T, 9xX)ss, T €S'(RY), x e S(RY)

T, 9 € S(RV), T e S'(RY)
(¢pxT)=0"9*T =¢*0"T.
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Preuve

Il faut vérifier que L' laisse invariant le sous espace S(RV).
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Preuve

Il faut vérifier que L' laisse invariant le sous espace S(IR"). Par définition,
on a pour tout x € S(RV)

(LT xX)ss =(T.Lx)si,s = (T, ¢*Xx)s,s-
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Preuve

Il faut vérifier que L' laisse invariant le sous espace S(IR"). Par définition,

on a pour tout x € S(RV)

(LT xX)ss =(T.Lx)si,s = (T, ¢*Xx)s,s-

Si T € S(RV) alors
WTss = [T6| [ole=natay]
=[x [ o= T

=[x [#tr-0T000]

dx

dy

dy

_ /X(y)(a* T)(y)dy = (¢ T.X)s's
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Cela montre que pour T € S(RV), L'T = ¢+ T € S(RV).
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Cela montre que pour T € S(RV), L'T = ¢* T € S(RV). Ainsi
L": S(RV) — S(RN) est continue et L admet une unique extension
séquentiellement continue de S’(IRV) dans lui méme définie par

(LT, X)s's = (T, ¢ *Xx)s'.5-
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N
2

Les relations &\T = (2m)2 T et 0" (px T) =0"@* T = ¢ x0* T sont
bien sir vraies si T € S(RV). Lorsque T € S’(RV), il existe une suite
(T;) C S(R") telle que T; — T dans S'(R") lorsque j — 0.
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N
2

Les relations &\T = (2m)2 T et 0" (px T) =0"@* T = ¢ x0* T sont
bien siir vraies si T € S(RV). Lorsque T € S'(RV), il existe une suite
(T;) C S(R") telle que T; — T dans S'(R") lorsque j — co. Comme on
a Ek\T = (27‘[)%$7A'J et 0%(¢x Tj) = 0% = T; = ¢ 0" T; pour tout j,
on passe alors a la limite lorsque j — co en utilisant le fait que toutes les
opérations en jeu sont séquentiellement continues sur S’(]RN). |
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mple fondamental

Soit 6 la masse de Dirac a I'origine. Alors

Sxp=¢Vpec SR
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L’'exemple fondamental

Soit 6 la masse de Dirac a I'origine. Alors
Sxp=¢Vpec SR

En effet
(6@, p) = (0, 9x1).
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L’'exemple fondamental

Soit 6 la masse de Dirac a I'origine. Alors

Sxp=¢Vpec SR
En effet

(6@, p) = (0, 9x1).
Or

- / D=y W)dy = [ oy =x)p(y)dy
et (5,9 p) = [ @(y)p(y)dy dou (6, ¢) = (@, ¢), ie dx 9= ¢.
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Exercice

Montrer que

D5 % ¢ = D"¢ Vg € S(RV).
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Un espace de Sobolev

Soit f € L2(RV) et 1 < j < N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.
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Un espace de Sobolev

Soit f € L2(RV) et 1 < j < N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La deérivée distributionnelle 37'; € [2(RV)
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Un espace de Sobolev

Soit f € L2(RV) et 1 < j < N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La dérivée distributionnelle 37'; € L2(RM)
(ii) ¢;f € L2(RY)
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Un espace de Sobolev

Soit f € L>(RN) et 1 < j < N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La dérivée distributionnelle 37'; € L2(RM)
(ii) ¢;f € L2(RY)
(iii) Le quotient differentiel

[f(Xl, v Xj—1, Xj + h,Xj+1, ...,XN) — f(Xl, ooy Xj—1, Xjy Xj+1, ...,XN)]

a une limite dans L2(IRV) lorsque (le réel) h — 0.
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Un espace de Sobolev

Soit f € L>(RN) et 1 < j < N. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) La deérivée distributionnelle 37'; € [2(RV)

(i) ¢;f € L2(RV)

(iii) Le quotient differentiel

[f(Xl, v Xj—1, Xj + h,Xj+1, ...,XN> — f(Xl, ooy Xj—1, Xjy Xj+1, ...,XN)]

a une limite dans L2(IRV) lorsque (le réel) h — 0.
(iv) Il existe () C S(RV) telle que fy — f dans L?(RV) et la suite (%)

a une limite dans L2(RV) quand k — co.
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On définit I'espace de Sobolev

f‘

HY(RM) = {f € L?(R); o

ce’RV) (1< < /\/)}
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On définit I'espace de Sobolev

f'
H R = {r e R 5 e PRY << m)
Xj
que I'on munit de la norme
N 2 .
1l vy = (1172 ) 2.
HHRY) PR Z; aXJ L2(RN)

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 100 / 210



On définit I'espace de Sobolev

f‘
H R = {r e R 5 e PRY << m)
Xj
que I'on munit de la norme
N 2 .
||fH 1(RN) :(Hf” 2(RN) 2,
HI(RM) [2(R Z; axj 2y

C'est I'espace des fonctions qui sont dans L?(IRV) et dont les dérivées
partielles premiéres distributionnelles sont aussi dans L?(IR").
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Plus généralement, pour tout entier positif m, on peut définir I'espace de
Sobolev

H™(RV) = {f € [2(RY); 2°F € L2(RV) V|a| < m}
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Plus généralement, pour tout entier positif m, on peut définir I'espace de
Sobolev

H™(RV) = {f € [2(RY); 2°F € L2(RV) V|a| < m}
que I'on peut munir de la norme

1
11l ey = (I 2oy + Yo 1110 FIZa o).

la[<m
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Plus généralement, pour tout entier positif m, on peut définir I'espace de
Sobolev

H™(RV) = {f € [2(RY); 2°F € L2(RV) V|a| < m}
que I'on peut munir de la norme

1
11l ey = (I 2oy + Yo 1110 FIZa o).

laf<m

C'est I'espace des fonctions f qui sont dans L?(IR") ainsi que toutes leurs
dérivées partielles 0*f (au sens des distributions) avec |a| < m.
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Plus généralement, pour tout entier positif m, on peut définir I'espace de
Sobolev

H™(RV) = {f € [2(RY); 2°F € L2(RV) V|a| < m}
que I'on peut munir de la norme

1
11l ey = (I 2oy + Yo 1110 FIZa o).

laf<m

C'est I'espace des fonctions f qui sont dans L?(IR") ainsi que toutes leurs
dérivées partielles 0*f (au sens des distributions) avec |a| < m. L'espace
H™(RN) est un espace de Hilbert.
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Notons que par Parseval, *f € [2(RV) est équivalent a *f € [2(RV).
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Notons que par Parseval, *f € [2(RV) est équivalent a *f € [2(RV).
On peut donc tout aussi bien définir H™(R") par

H™(RY) = {f e 8'(RM); 7°F € 12(RV) V|a| < m}
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Notons que par Parseval, *f € [2(RV) est équivalent a *f € [2(RV).
On peut donc tout aussi bien définir H™(R") par

H™(RY) = {fe S'(RM); ¢*F € L2(RV) V|a| < m}

que I'on peut munir de la norme
1 ~ 2 1
(Z [P fF@f a0t = /(|| P[] a0k

qui n'est rien d'autre que la norme initiale en raison du théoréme de
Parseval.
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Comme il existe une constante ¢ > 0 telle que

L+ < Y g < L+ Ig)T

|a|<m
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Comme il existe une constante ¢ > 0 telle que

L+ < Y g < L+ Ig)T

|a|<m

alors

FeHn®Y) = ([a+1gPm[F@)] a0

est une norme équivalente a la norme initiale.

103 / 210
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On écrira cette nouvelle norme sous la forme

) =01+gPe.
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On écrira cette nouvelle norme sous la forme

Fe ) — ([0 [Fo] 4)

N

2 1
(€)= @+12])2.

L'avantage de cette écriture est qu'elle a un sens méme si m n’est pas

un entier !
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Soit s € IR. On définit I'espace
H(RY) = {f e S'(RV); (0)*F € L2(1R'V)}
muni de la norme

7(0)| dg)2.

‘ 2

Il = ([ (@
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Soit s € IR. On définit I'espace
H(RY) = {f e S'(RV); (0)*F € L2(1R'V)}
muni de la norme

7(0)| dg)2.

‘ 2

Il = ([ (@

C'est un espace de Hilbert.
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Definition
Soit s € IR. On définit I'espace

HS(RV) = {f e S'(RV); (0)F € L2(1R'V)}

muni de la norme

Il = ([ 02 [F@)] d)*.

C'est un espace de Hilbert. On voit que pour s entier positif, on retrouve
la définition (équivalente) de I'espace de Sobolev H™ (R").
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Exercices

1) Montrer que 6 € H*(RV) pour tout s < —¥.
2) Soit s € R. Montrer que I'opérateur de Laplace

N 92f
AN f— —
Log

est continu de H*(RV) dans H*—2(RV).
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Soit s € R. L'espace S(RN) est dense dans H*(RV).
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L'injection de Sobolev

Soit k un entier et s > N + k. Alors pour tout f € H*(RV),
D*f € Co(RN) pour |a| < k et

D%l oo < (s, N, ) [|F1] s

ot la constante c(s, N,a) ne depend pas de f € H*(R").
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Preuve

Soit @ € S(RV). On sait que

_ 1 eix [N
o) = oy [ oo
d’ou )
o — O(eiX g’\
o) = oy [ e
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|a]
[ w@las = [ S (e ie@i e

ou
[
@ @+1g?
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|a]
[ w@las = [ S (e ie@i e

ou
g™ _ g™
@ (a+17P3
qui se comporte a l'infini (i.e. lorsque |{| — o0) comme % et donc

|s—|v¢

. N 2 N . . N
appartient a L*(R") si 2(s — |a|) > N, i.e. s> |a| + 7.
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|a]
[ w@las = [ S (e ie@i e

[
@ a+]7»3

qui se comporte a l'infini (i.e. lorsque |{| — o0) comme

ou

% et donc

|s—|v¢
appartient & L2(RV) si 2(s — |a|) > N, i.e. s > |a| + . Cela n'est bien
sir possible que si |a| < k.
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Dans ce cas, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

) L |lgl" 25 | P g b
[D¥(x)| < 5 . ([0 |@(D)]" d)>
4 ¥ || @ | g [@ e

el
5 @Il 1=
@0)! | O [pgn Y

d'ot I'inégalité annoncée pour toute fonction ¢ € S(RV).
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Dans ce cas, I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

) L |lgl" 25 | P g b
[D¥(x)| < 5 . ([0 |@(D)]" d)>
4 ¥ || @ | g [@ e

el
5 11l 1= (e
@0)! | O [pgn Y

d'ou I'inégalité annoncée pour toute fonction ¢ € S(RV). Prenons
maintenant f € H*(R"). Il existe (f;) C S(RV) telle que f; — f dans
H*(RM). En particulier (f;) est une suite de Cauchy dans H*(IR").
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Alors I'inégalité
ID*(f; = fi)l| oo < (s, Ny ) [[ £ = fiel s

montre que la suite (D*f;) est de Cauchy dans Co(RV).
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Alors I'inégalité
ID*(f; = fi)l| oo < (s, Ny ) [[ £ = fiel s

montre que la suite (D*f;) est de Cauchy dans Co(RV). Elle a donc une
limite dans cet espace. Or D*f; — D*f dans S'(R") et donc, par unicité,
D*f € Co(RV) et ||D*f; — D*f)||,. — 0. Donc I'inégalité

|D*f] o < c(s, N, ) ||fj|| ys donne a la limite

D%l o < (s, N, ) [|F]] s . W8
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Alors I'inégalité
ID*(f; = fi)l| oo < (s, Ny ) [[ £ = fiel s

montre que la suite (D*f;) est de Cauchy dans Co(RV). Elle a donc une
limite dans cet espace. Or D*f; — D*f dans S'(R") et donc, par unicité,
D*f € Co(RV) et ||D*f; — D*f)||,. — 0. Donc I'inégalité

|D*f] o < c(s, N, ) ||fj|| ys donne a la limite

|0l < (s, Noa) [ ]l e

Remarque: Sis > % (on est simplement dans le cas od k = 0) on a alors
Hs(RY) C Co(RN).
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Alors I'inégalité
ID*(f; = fi)l| oo < (s, Ny ) [[ £ = fiel s

montre que la suite (D*f;) est de Cauchy dans Co(RV). Elle a donc une
limite dans cet espace. Or D*f; — D*f dans S'(R") et donc, par unicité,
D*f € Co(RV) et ||D*f; — D*f)||,. — 0. Donc I'inégalité

|D*f] o < c(s, N, ) ||fj|| ys donne a la limite

D%l < c(s, N, &) [|f]] s - E@

Remarque: Sis > % (on est simplement dans le cas od k = 0) on a alors
H*(RN) C Co(RM).En particulier, H'(R) C Co(R) et H*(R?) C Co(IR?).

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 112 / 210



La dualité de Lax

Notons que ¢ € H*(RWV) signifie que (7)*9 € L2(RN).
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La dualité de Lax

Notons que ¢ € H*(RW) signifie que ({)*p € L2(RN). Si ¢ € H~5(RV)
alors ()5 € L2(RV) et donc ¢y € L}(RV).
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La dualité de Lax

Notons que ¢ € H*(RW) signifie que ({)*p € L2(RN). Si ¢ € H~5(RV)
alors ()5 € L2(RV) et donc ¢y € L}(RV).

Pour tout s € R, le dual de H*(R") s'identifie isométriquement a
H=s(RN) via le crochet de dualité

@ W) = [ 2EFE)IE
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Le support d'une distribution

On montre que pour toute distribution T € S’(RV) il existe un ouvert Q
de RY maximal (pour I'inclusion) tel que (T, ¢) = 0 pour tout
@ € S(RV) dont le support est dans Q).
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Le support d'une distribution

On montre que pour toute distribution T € S’(RV) il existe un ouvert Q
de RY maximal (pour I'inclusion) tel que (T, ¢) = 0 pour tout

¢ € S(R") dont le support est dans Q. On définit le support de T
comme le complémentaire de ().
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Le support d'une distribution

On montre que pour toute distribution T € S’(IRV) il existe un ouvert Q)
de RY maximal (pour I'inclusion) tel que (T, ¢) = 0 pour tout

¢ € S(R") dont le support est dans Q. On définit le support de T
comme le complémentaire de Q). (Si T est une fonction continue alors son
support usuel coincide avec support distributionnel.)
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Le support d'une distribution

On montre que pour toute distribution T € S’(IRV) il existe un ouvert Q)
de RY maximal (pour I'inclusion) tel que (T, ¢) = 0 pour tout

¢ € S(R") dont le support est dans Q. On définit le support de T
comme le complémentaire de Q). (Si T est une fonction continue alors son
support usuel coincide avec support distributionnel.) Par exemple toute
combinaison linéaire de la masse de Dirac a I'origine et de ses dérivées
dérivées a comme support {0} .
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Le support d'une distribution

On montre que pour toute distribution T € S’(IRV) il existe un ouvert Q)
de RY maximal (pour I'inclusion) tel que (T, ¢) = 0 pour tout

¢ € S(R") dont le support est dans Q. On définit le support de T
comme le complémentaire de Q). (Si T est une fonction continue alors son
support usuel coincide avec support distributionnel.) Par exemple toute
combinaison linéaire de la masse de Dirac a I'origine et de ses dérivées
dérivées a comme support {0} . Inversement, on peut montrer que toute
distribution T € S’(RV) dont le support est {0} est une combinaison
linéaire de la masse de Dirac a I'origine et de ses dérivées partielles.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 114 / 210



L'équation de Laplace

On sait que dans S'(R") on a
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L'équation de Laplace

On sait que dans S'(R") on a

Donc pour une somme finie

an go ZC,XD"‘
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Comme

alors

Y au(—x)t = Y (2m) ¥ D%,
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Comme

alors .
Y co(—x)* = Y (2m) % ¢, D*6.

Comme la transformation de Fourier F : 8'(RV) — S'(RV) est une
bijection (bicontinue) on voit que /a transformée de Fourier d’une
distribution tempérée T a son support inclus dans {0} si et seulement si
T est un polynéme.
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Toute distribution tempérée harmonique est un polynéme (harmonique).

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 117 / 210



Toute distribution tempérée harmonique est un polynéme (harmonique).

Preuve:
On a

32T
Oxx

N
0=4T7 =% =g
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Toute distribution tempérée harmonique est un polynéme (harmonique).

Preuve:
On a

N
T ~
0: ZT —|€|2T-

Alors mz T = 0 implique que le support de T est inclus dans {0} et donc
T est forcément un polynéme.

117 / 210
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(i) Dans R3
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(i) Dans R3
1
A (—) = —47é.
x|
On dit que E(x) := —ﬁﬁ est une solution élémentaire du Laplacien

dans R® (ou le potentiel newtonien dans R3).
(i) Dans IR?
A (In(|x])) = 276.
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(i) Dans R3
1
A (—) = —47é.
]
On dit que E(x) := —ﬁﬁ est une solution élémentaire du Laplacien

dans R® (ou le potentiel newtonien dans R3).
(ii) Dans R?
A (In(|x])) = 276.

On dit que E(x) := - In(|x| est une solution élémentaire du Laplacien

27
dans R?%
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Soit N =2 ou3 et f e S(RN). Alors u = E « f est solution I'équation
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Soit N =2 ou3 et f e S(RN). Alors u = E « f est solution I'équation

Preuve:
On a
Au=(AE)xf=6xf=F.
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L'intégrale de Poisson

On rappelle d’abord que

N+1 t
T (t>0)

F el = 2n)2 7~ ("2)T
( ) ( ) 2 (t2+’X|2) 3

ol I' est la fonction Gamma
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On se propose de chercher des fonctions u harmoniques dans un
demi-espace de RV*1 je.

9%u N
a?‘f—AXU:O, (t,X) eRy xR

avec une valeur prescrite sur le bord, i.e.
u(0,x) = f(x)

otl, par exemple, f € S(RV).
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On considére u comme une fonction continue de R dans S’(RV)

R, >t— u(t,.)ecS(RY).
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On considére u comme une fonction continue de R dans S’(RV)
R, >t— u(t,.)ecS(RY).
La transformation de Fourier partielle (en x) donne alors

0°U

o —lelfateg) =0
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On considére u comme une fonction continue de R dans S’(RV)

R, >t— u(t,.)ecS(RY).

La transformation de Fourier partielle (en x) donne alors

qui est une équation différentielle ordinaire du second ordre en t dont la

solution explicite est
U(t,¢) = Q) + er(g)e ¢,
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On considére u comme une fonction continue de R dans S’(RV)
R, >t— u(t,.)ecS(RY).

La transformation de Fourier partielle (en x) donne alors

qui est une équation différentielle ordinaire du second ordre en t dont la
solution explicite est

U(t,0) = (e + cp(g)e 1Mol

Si I'on veut que u(t, Q) reste bornée quand t — +o0, on prend c;({) = 0.
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Ainsi

d'ou

et donc
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Finalement u(t, x) est donnée par

1 1, _nviny N +1 t
Fye F1(etlly — 7~ (% / () dy.
(27_[)% * (e ) T ( 5 ) RV (t2 N ’X _ y,z) N1 (y) y
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Finalement u(t, x) est donnée par

1 1, _may N+ 1 t
FeFletlly = p~(Mhr / F(y)dy.
(27_[)% * (e ) T ( 5 ) RV (t2 N ’X _ y,z) N1 (y) y

C'est la formule de Poisson qui donne un prolongement (on dit
relevement) harmonique de f.
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Finalement u(t, x) est donnée par

1 1, _may N+ 1 t
FeFletlly = p~(Mhr / F(y)dy.
(27_[)% * (e ) T ( 5 ) RV (t2 N ’X _ y,z) N1 (y) y

C'est la formule de Poisson qui donne un prolongement (on dit
relevement) harmonique de f. Cette formule est valable pour des données
f plus générales.
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Finalement u(t, x) est donnée par

1 1, _may N+ 1 t
FeFletlly = p~(Mhr / F(y)dy.
(27_[)% * (e ) T ( 5 ) RV (t2 N ’X _ y,z) N1 (y) y

C'est la formule de Poisson qui donne un prolongement (on dit
relevement) harmonique de f. Cette formule est valable pour des données
f plus générales. Pour N =1 elle devient

u(t,x)z/ﬂ{wf(y)dy.
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L'équation de la chaleur

Il s’agit de I'équation

{ = Ayu, (t,x) € Rx RV
u(0,x) = f(x)

ol u(t, x) dépend de t, le temps, et de x € RV, la position spatiale et

désigne le Laplacien (en espace).
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L'équation de la chaleur

Il s’agit de I'équation

{ = Ayu, (t,x) € Rx RV
u(0,x) = f(x)

ol u(t, x) dépend de t, le temps, et de x € RV, la position spatiale et

désigne le Laplacien (en espace). Cette équation intervient dans une foule
de situations mettant en jeu des phénomenes de diffusion (phénoménes
thermiques, probabilités etc.).
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On cherchera d'abord des solutions
u:t— u(t) € S(RY)

lorsque que f € S(RV).
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On cherchera d'abord des solutions
u:t— u(t) € S(RY)

lorsque que f € S(RN). Sachant que la transformation de Fourier est un
isomorphisme de S(RV) sur lui-méme, I'équation de la chaleur est
équivalente (en prenant la transformation de Fourier en x) a

{é’tﬁ( 7)

car Au = — |22 6(t, ).

— g7 a(t,0), (t.x) ER xRV
(0,0) = (), x €RM

:)

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 126 / 210



Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

u(t, Q) = celel’t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ().
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Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

u(t, Q) = celel’t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ). En faisant t =0
on tire que u(0, ) = c et donc

(t,Q) = F(g)e o,

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 127 / 210



2 -
Le terme e It n’est a croissance lente que pour t > 0. On a alors le:

Soit f € S(RN). Il existe une unique solution u € C*([0, 0o[; S(RV)) du
probléme de Cauchy. Elle est donnée par

u(t,x) = / 2(0)e ¥ tedr, (¢ > 0).

()%
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2 -
Le terme e It n’est a croissance lente que pour t > 0. On a alors le:

Soit f € S(RN). Il existe une unique solution u € C*([0, 0o[; S(RV)) du
probléme de Cauchy. Elle est donnée par

u(t,x) = / 2(0)e ¥ tedr, (¢ > 0).

()%

Le fait que I'on ne sache résoudre I'équation de la chaleur que pour les
t > 0 exprime un phénomeéne d’irréversibilité.
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Les solutions généralisées

Pour tout t > 0 on définit le propagateur
S(t): f e S(RY) :— u(t,.) € S(RV)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t.
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Les solutions généralisées

Pour tout t > 0 on définit le propagateur
S(t): f e S(RY) :— u(t,.) € S(RV)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t. Notons que S(0) est I'identité et

F(S(t)f) = et 7 (f)

ol JF est la transformation de Fourier.
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Ainsi

f(S(tl—l—tQ)f) = e*|€‘2(t1+t2)f(f>:e*\€|2tlef|§\2t2‘/f(f)
= e lFuF(S(t)f) = F(S(t)S()F)
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Ainsi
F(S(ti+t)f) = o F(+t) £ (f)=e ~[gPt g-lgP 2 £ (f)
e 1M F (S(12)F) = F(S(11)S(t2)F)

d'od S(t; + to)f = S(t1)S(tp)f et donc S(t1 + t) = S(t1)S(t2)
Y t1, tp > 0 (une propriété de semigroupe).
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Ainsi
F(S(ti+t)f) = o F(+t) £ (f)=e ~[gPt g-lgP 2 £ (f)
e 1M F (S(12)F) = F(S(11)S(t2)F)

d'od S(t; + to)f = S(t1)S(tp)f et donc S(t1 + t) = S(t1)S(t2)
Y t1, tp > 0 (une propriété de semigroupe). Le propagateur n'est pas
inversible.
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Pour tout s € R et f € S(R") on a:

ISCE)F s mmy < NFllpys(mmy » (22 0).
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On a

S(OF@Q)| d¢

ISy = [ (@ \2
o (§) = (1+1¢*)2.
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On a
dg

IS e = [ @ [SOF@
o ({) = (1+|7*)2.0r S(1)F({) = e IF() d'o

ISOAR@s = [@

[

2

e W) oz

~ 2 2
FO| 48 = 115

IN
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Soits € R et t > 0. Alors la transformation
S(t) : S(RV) — S(RM)

s'étend de maniére unique en une contraction linéaire de H*(R"N) dans Iui
méme (que I'on notera encore S(t)). De plus

F(S(t)f) = e CFtE(F), £ € HS(RN).
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Preuve

S(t) : S(RY) ¢ H(RY) — H*(RV)
est continue (en norme H*(RN)) puisque ISl sy < [ gs (o
pour tout f € S(RV).
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Preuve

S(t) : S(RV) ¢ HS(RV) — H*(RV)

est continue (en norme H*(RN)) puisque ISl sy < [ gs (o

pour tout f € S(RN). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H*(RM) dans lui méme.
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Preuve

S(t) : S(RV) ¢ HS(RV) — H*(RV)

est continue (en norme H*(R")) puisque ISl sy < [ gs (o
pour tout f € S(RN). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H$(RV) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RNV).
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Preuve

S(t) : S(RY) ¢ H(RY) — H*(RV)
est continue (en norme H*(IRY)) puisque [|S(t)f| ysruy < [IF [ s rmy
pour tout f € S(RN). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H$(RV) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que
F(S(1)f) = e e F ()

et que S(t)fi — S(t)f dans H*(RV).
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Preuve

S(t) : S(RY) ¢ H(RY) — H*(RV)
est continue (en norme H*(IRY)) puisque [|S(t)f| ysruy < [IF [ s rmy
pour tout f € S(RN). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H$(RV) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que

F(S(t)f) = e e F(£)

et que S(t)f; — S(t)f dans H*(R"). Donc les convergences ont aussi
lieu au sens des distributions, i.e. dans S'(R"). Donc

F(S(t)f) — F(S(t)f) dans S'(RV) et e_|5‘2t.7:(6-) — e lEFtF () dans
S'(RN) car =15t est 4 croissance lente pour t > 0.
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Preuve

S(t) : S(RY) ¢ H(RY) — H*(RV)
est continue (en norme H*(IRY)) puisque [|S(t)f| ysruy < [IF [ s rmy
pour tout f € S(RN). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H$(RV) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que

F(S(1)f) = e e F ()

et que S(t)f; — S(t)f dans H*(R"). Donc les convergences ont aussi
lieu au sens des distributions, i.e. dans S'(R"). Donc

F(S(t)f) — F(S(t)f) dans S'(RV) et e_|5‘2t.7:(6-) — e lEFtF () dans
S'(RN) car 15"t est 4 croissance lente pour t > 0. Cela montre alors
que F(S(t)f) = e S/t F(F). M
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Pour tout f € H*(R") on appelle solution généralisée de I'équation de la
chaleur la fonction

u:t€R — u(t) € H(RV)

définie par F(u(t)) = e_|€|2t-7:(f)-

135 / 210
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale pour I'équation de la chaleur la masse de
Dirac a I'origine 6.
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale pour I'équation de la chaleur la masse de
Dirac a I'origine 6. Nous savons que J € HS(IRN) pour tout s < —% et

que 3 = (271)~ 2. Donc

—

S(1)6 = (2m) " Fe I,
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale pour I'équation de la chaleur la masse de
Dirac a I'origine 6. Nous savons que J € HS(IRN) pour tout s < —% et

que 3 = (271)~ 2. Donc

Or

et pour A >0
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Ainsi, pour t > 0, pour avoir

il faut choisir A =
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Ainsi, pour t > 0, pour avoir

e_lgg)“2 — ei‘€|2t
il faut choisir A = (21)1 . On tire alors
t)2
(2t) 2 F(e i) = e It
L ¥ o-lepPe
f(( e ) = (2m) 2e T = F(5(1)9)
4mt)2
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Notons que c'est une fonction méme si a l'instant t = 0 ce n'était pas une
fonction; c’est méme une fonction de S(R") ce qui expliquera les
phénomeénes de régularité que I'on analysera plus loin.
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Explicitation des solutions

On a vu que la solution généralisée de I'équation de la chaleur avec la
donnée initiale  est donnée par
1 _k2
4t |

Me
2

(4rt)
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Explicitation des solutions

On a vu que la solution généralisée de I'équation de la chaleur avec la
donnée initiale  est donnée par
1
——e .
N
(4rct)2
Cette solution particuliére est appelée la solution fondamentale de
I'équation de la chaleur.
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Soit f € S(RN). Alors la solution de I'équation de la chaleur avec la

donnée initiale f est donnée par:

1 e‘lXKF
(2, ) = et / F(y)dy, (t>0).
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On part de
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Preuve

On part de
1 Ix2
S(t)d = ———e # = K;i(x
9= o ()
ou

K = (27m)~ 2 eIt

Si f € S(RV), on peut définir la convolée de f avec la distribution
tempérée K(t) (qui est méme dans S(R") pour t > 0)

K.+ f € S'(RV).
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e IPF(0) = S(0)f

)
Il

K+ f = (2m) 2 K(t)

d'ou

xfy2
S(t)f =Ky« f = (47;),2\, /e_%f(y)dy.
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Les effets régularisants instantanés

Nous allons voir que I'équation de la chaleur "regularise instantanément”
la donnée initiale. Cela veut dire que quelle que soit la donnée initiale, la
solution devient aussi réguliére que I'on veut dés que t > 0.
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Les effets régularisants instantanés

Nous allons voir que I'équation de la chaleur "regularise instantanément”
la donnée initiale. Cela veut dire que quelle que soit la donnée initiale, la
solution devient aussi réguliére que I'on veut dés que t > 0. On le voit déja
a sa solution fondamentale
1 _k?
Ki(x) = ——e  (t > 0)
(4rct)2

qui appartient a S(IRN) alors que sa donnée initiale § n'est méme pas une
fonction!
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Soit r € R et f € H'(RN). Soit u la solution de I'équation de la chaleur
avec la donnée initiale f . Alors, pour tout s € R,
4 € C(]0, 0] H*(RN)).
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Prenons d'abord f € S(RN). On a @(t,7) = e‘|§|2t?(§). D'ou

©°(t,0) = (e Q)
[0 ] e
[@ } 07,
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Prenons d'abord f € S(RN). On a @(t,7) = e‘|§|2t?(§). D'ou

©°(t,0) = (e Q)
[0 ] e
[@ } 07,

) -izpe _ s g
G 1+121

est une fonction bornée en { si t > 0. Donc

[u(®)][ s < Lsup (L+]g) 7 e t] 11l
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On peut aussi faire le méme raisonnement pour les derivées en temps:

LD = (1 [t e @)

0 L0660 = Q-1 g )

(@1 1E e

G (0)7F(0)

s(_1\1|71%
et %e_m% est bornée en { si t > 0.
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On peut aussi faire le méme raisonnement pour les derivées en temps:

LD = (1 [t e @)

0 L0660 = Q-1 g )

_ @Y e o7
—[ 7 (©)°F ()

s(_1\j|1712/
et %e"gﬁ est bornée en ¢ si t > 0. D'ou

|

d’

Hs

2j 2\ 53¢ 2
sup 1Y (1+¢]") 2 e ¢ ] 11l e -
eRN
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Soit maintenant f € H?(RV) et soit (£) C S(RV) telle que f, — f dans
H7(RM) et soit uy(.) la solution de I'équation de la chaleur
correspondant 3 la donnée initiale f;.
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Soit maintenant f € H?(RV) et soit (£) C S(RV) telle que f, — f dans
H7(RM) et soit uy(.) la solution de I'équation de la chaleur
correspondant a la donnée initiale f. Alors I'inégalité précédente (qui est
vraie pour des éléments de S(IRV)) donne pour tout j > 0

d di 2 2y g2
() — —u(t)]| < /(1 2 e ) 1 — fill o -
}dtjuk( dtJU/() = gsel;RPN|€| (1+]C]7) 2 e [ — fill
d’ d’
—u (t) — —u(t < f — il e
?;B v uk(t) dtJU/( )HHS <cllfk —filly

147 / 210
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Soit maintenant f € H?(RV) et soit (£) C S(RV) telle que f, — f dans
H7(RM) et soit uy(.) la solution de I'équation de la chaleur
correspondant a la donnée initiale f. Alors I'inégalité précédente (qui est
vraie pour des éléments de S(IRV)) donne pour tout j > 0

d/ d/ 2 oNs=t _ |72
—uy (t) — ——u(t < J (1 e Kt N =l
}dw k(1) = Zu(e) S ;;RPN|C| (1+1[2]) 7 e i = fill
d’ d
—u(t) — —=u(t < o — 1l 4o
sup | et = Spul| <l
Ainsi les dérivées {%uk(t)}k convergent dans H*(R"N) uniformément en
t € la oo,
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Soit maintenant f € H?(RV) et soit (£) C S(RV) telle que f, — f dans
H7(RM) et soit uy(.) la solution de I'équation de la chaleur
correspondant a la donnée initiale f. Alors I'inégalité précédente (qui est
vraie pour des éléments de S(IRV)) donne pour tout j > 0

d/ d/ 2 oNs=t _ |72
—uy (t) — ——u(t < J (1 e Kt N =l
}dw k(1) = Zu(e) S ;;RPN|C| (1+1[2]) 7 e i = fill
d’ d
—u(t) — —=u(t < o — 1l 4o
sup | et = Spul| <l
Ainsi les dérivées {%uk(t)}k convergent dans H*(R"N) uniformément en

t € [a,00[. Cela montre que t > 0 — u(t) € H*(RV) est de classe C*. B
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Exercice: Dans le cadre du Théoréme précédent, montrer (en utilisant
I'injection de Sobolev) que pour tout t > 0, u(t,x) est de classe C* en x
et tend vers zero quand |x| — oo ainsi que toutes ses dérivées partielles.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 148 / 210



L’équation de la chaleur dans les espaces de Lebesgue

Soit p € [1,40]. Le propagateur de I'équation de la chaleur

. N . W 1 e_|x;{|2 "
S(t): S(RY) 3 f — K(£) % f —(47”)?/ f(y)dy € SRV

s'étend de maniére unique en un semigroupe de contractions de LP(IR")
dans lui méme.
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Preuve

IK(E) s Fll oy < KON mwy (11l ooy = 11F ] ooy
car

2

ﬁ
2 dz

1 _%d 1 1 B
1 N /IRNe Z = ——§ =N /]RNe
(47tt)2 V21T V2t

1 |z[2
= i /]RN e 2dz=1.
V27T
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Preuve

IK(E) s Fll oy < KON mwy (11l ooy = 11F ] ooy
car

2

ﬁ
2 dz

1 _%d 1 1 B
1 N /IRNe Z = ——§ =N /]RNe
(47tt)2 V21T V2t

1 |z[2
= i /]RN e 2dz=1.
V27T

Remarque: [|S(t)f[|xgny = [Ifll1ruy VF € LY (RM).
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Preuve

IK(E) s Fll oy < KON mwy (11l ooy = 11F ] ooy
car

2

ﬁ
2 dz

1 _%d 1 1 B
1 N /IRNe Z = ——§ =N /]RNe
(47tt)2 V21T V2t

1 |z[2
= i /]RN e 2dz=1.
V27T

Remarque: ||S(t)f||L1(]RN) = [[fll jruy VF € LY (RN). Cest la
conservation de la masse sur le cone positif L% (RV).
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L'équation de Schrodinger

Il s’agit de I'équation

3—? = ilAcu, (t,x) € R x RN

ou u(t,x) dépend de t, le temps, et de x € R" la position spatiale;
N 92y
NP x
2
j=9%

désigne le Laplacien (en espace).
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L'équation de Schrodinger

Il s’agit de I'équation

3—? = ilAcu, (t,x) € R x RN

ou u(t,x) dépend de t, le temps, et de x € R" la position spatiale;
N 92y
NP x
2
j=9%

désigne le Laplacien (en espace). Cette équation décrit le comportement
quantique d'une particule qui se meut en |'absence de force exterieure;
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L'équation de Schrodinger

Il s’agit de I'équation

3—? = ilAcu, (t,x) € R x RN

ou u(t,x) dépend de t, le temps, et de x € R" la position spatiale;
N 92y
NP x
2
j=9%

désigne le Laplacien (en espace). Cette équation décrit le comportement
quantique d'une particule qui se meut en |'absence de force exterieure;
notons qu’en raison de la présence du nombre imaginaire i, la fonction u
est naurellement complexe.
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L'interprétation physique de cette équation est de fournir une densité de
probabilité de présence, i.e.

/E|u(t, x)|? dx

est la probabilité que la particule se trouve a l'instant t dans la région =
de I'espace.
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L'interprétation physique de cette équation est de fournir une densité de
probabilité de présence, i.e.

/E|u(t, x)|? dx

est la probabilité que la particule se trouve a l'instant t dans la région =
de I'espace. Cela présuppose donc que f]R’V |u(t,x)]2 dx =1 a tout
instant.
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L'interprétation physique de cette équation est de fournir une densité de
probabilité de présence, i.e.

/E|u(t, x)|? dx

est la probabilité que la particule se trouve a l'instant t dans la région =
de I'espace. Cela présuppose donc que f]R’V |u(t,x)]2 dx =1 a tout
instant. Notons aussi que la transformée de Fourier (en espace) de u doit
aussi fournir une densité de probabilité pour la vitesse (ou plutét le
moment) de la particule, i.e.

Lo

est la probabilité que le moment de la particule soit dans X a l'instant t.
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L'interprétation physique de cette équation est de fournir une densité de
probabilité de présence, i.e.

/E|u(t, x)|? dx

est la probabilité que la particule se trouve a l'instant t dans la région =
de I'espace. Cela présuppose donc que f]R’V |u(t,x)]2 dx =1 a tout
instant. Notons aussi que la transformée de Fourier (en espace) de u doit
aussi fournir une densité de probabilité pour la vitesse (ou plutét le
moment) de la particule, i.e.

Lo

est la probabilité que le moment de la particule soit dans X a l'instant t.
Notons que par le théoreme de Parseval

/Ry(tg dr = / 2 .

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 152 / 210



La résolution de I'équation de Schrodinger nécessite la connaissance de u a
I'instant “initial” t = 0.
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La résolution de I'équation de Schrodinger nécessite la connaissance de u a
I'instant “initial” ¢ = 0. On devra donc étudier le probléme de Cauchy

g—;’ = iAu, (t,x) €ER xRV
u(0,x) = f(x), x € RV,
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La résolution de I'équation de Schrodinger nécessite la connaissance de u a
I'instant “initial” ¢ = 0. On devra donc étudier le probléme de Cauchy

{—/Au (t,x) € R x RN
(0,x) = f(x), x € RN,

Il faudra bien siir s'assurer que

/]RN|“(t'X)|2dXZ/]RN|U(0,X)|2dx:/]RN|f(x)|2dx

i.e. que la norme L? se conserve au cours du temps.
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Notons qu'en physique quantique la position probable (i.e. moyenne) de la
particule a l'instant t est donnée par X ou

Xk = / i |u(t, x)|* dx
RN
tandis que son moment probable est donné par ol

8= [ anlate o d
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Comme pour I'équation de la chaleur, on regardera la fonction scalaire de
deux variables (t,x) — u(t, x) comme une fonction d'une variable

t— u(t,.)
qui a t associe la fonction (de x)

u(t,.): x — u(t, x).
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Résolution de I'équation de Schrédinger

On suppose que “la donnée initiale” f est trés réguliére
f e S(RV)

et I'on va résoudre le probléme de Cauchy dans S(RV).
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Résolution de I'équation de Schrédinger

On suppose que “la donnée initiale” f est trés réguliére
f e S(RV)

et I'on va résoudre le probléeme de Cauchy dans S(IR"). Sachant que la
transformation de Fourier est un isomorphisme de S(IR") sur lui-méme, le
probléme de Cauchy précédent est équivalent (en prenant la
transformation de Fourier en x) a
{ $u(6.0) = —i[g*a(t.0), (t,x) € RxRY
4(0,5) =f(Z), xeR”
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Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

ﬁ(t' g) — Ce—i|€‘2t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ().
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Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

ﬁ(t’ g) — Ce—i|€‘2t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ). En faisant t =0
on tire que (0, ) = c et donc

U(t,0) = F(g)e e,
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Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

ﬁ(t’ g) — Ce—i|€‘2t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ). En faisant t =0
on tire que (0, ) = c et donc

U(t,0) = F(g)e e,

Tout d'abord, e~/I¢I°t étant C*° a croissance lente en ZetfeSRN)
alors (pour tout t fixe) 7({)e~1¢I't € S(RN).
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Or cette derniére équation, a { fixé, est une simple équation linéaire de
premiére ordre en t qui se résoud explicitement par

ﬁ(t’ g) — Ce—i|€‘2t

ol ¢ est une constante en temps (mais dépendant de ). En faisant t =0
on tire que (0, ) = c et donc

U(t,0) = F(g)e e,

Tout d'abord, e~/I¢I°t étant C*° a croissance lente en ZetfeSRN)
alors (pour tout t fixé) ?(g)e_i‘§|2t € S(RM). On peut vérifier que

teR — F(Q)e et € S(RV)

est indéfiniment dérivable.
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On a donc le:

Pour tout f € S(RV) il existe une unique fonction
teR — u(t,.) € S(RY)

indéfiniment dérivable, solution du probléme de Cauchy. Cette solution est
donnée par

o (D)1t g
(£.x) (27T)g,/]RNf(§)e "4 dg.
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Notons que u(t,{) = ?(C)e_”g'zt montre que [U(t, Q)| = ‘?(5)) pour tout
t et donc

[ Jawofa = [ [fof g v

i.e. la norme L? (en espace) de la solution se conserve au cours du
temps.
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Notons que u(t,{) = ?(C)e_”g'zt montre que [U(t, Q)| = ‘?(5)) pour tout
t et donc

[ ol = [ [fo] da v

i.e. la norme L? (en espace) de la solution se conserve au cours du
temps. On a aussi,

/IRNCIE(t, 0)? dg = /H{Ng]?(g)fdg vt
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Notons que u(t,{) = ?(C)e_”g'zt montre que [U(t, Q)| = ‘?(g)) pour tout
t et donc

[ Jawofa = [ [fof g v

i.e. la norme L? (en espace) de la solution se conserve au cours du
temps. On a aussi,

/IRNCIE(t, 0)? dg = /}RNC’?(Qrdg vt

i.e. le moment probable de la particule se conserve au cours du temps, ce
qui est I'analogue quantique du fait classique qu'une particule qui ne subit
pas de force exterieure garde un moment constant.
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Les solutions généralisées de |'équation de Schrodinger

Pour tout t € R on définit le propagateur
S(t): f € S(RY) :— u(t,.) € S(RY)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t.
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Les solutions généralisées de |'équation de Schrodinger

Pour tout t € R on définit le propagateur
S(t): f € S(RY) :— u(t,.) € S(RY)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t. Notons que S(0) est I'identité et

F(S(t)f) = et F(£)

ol F est la transformation de Fourier.
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Les solutions généralisées de |'équation de Schrodinger

Pour tout t € R on définit le propagateur
S(t): f € S(RY) :— u(t,.) € S(RY)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t. Notons que S(0) est I'identité et

F(S(t)f) = e EFLF(F)
ou F est la transformation de Fourier. Ainsi
F(S(ti+t)f) = e*"|€|2(t1+t2)‘7:(f) = e*"‘az“e*"‘g'%{?’:(f)
e ' F(S(0)F) = F(S(t1)S(t2)f)

d'od S(t1 + to)f = S(t1)S(t2)f. Donc S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) (propriété
de groupe).
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Les solutions généralisées de |'équation de Schrodinger

Pour tout t € R on définit le propagateur
S(t): fe S(]RN) —u(t,.) € S(]RN)

qui a tout £ € S(RV) associe la solution du probléme de Cauchy a
I'instant t. Notons que S(0) est I'identité et

F(S(t)f) = e EFLF(F)
ou F est la transformation de Fourier. Ainsi
F(S(ti+t)f) = e*"|€|2(t1+t2)‘7:(f) = e*"‘az“e*"‘g'%{f(f)
e ' F(S(0)F) = F(S(t1)S(t2)f)

d'od S(t1 + to)f = S(t1)S(t2)f. Donc S(t1 + t2) = S(t1)S(t2) (propriété
de groupe). En particulier | = 5(0) = S(t)S(—t) montre que

S(t) : S(RV) :— S(RN) est inversible (contrairement au propagateur de
I'équation de la chaleur).
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Pour tout s € R et f € S(R") on a:

Hs(t)fHHS(]RN) = Hf”HS(]R’V) .Vt e R.
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Rappelons que
I9lleqemny = ([ @ 19 d0)?, ¢ € H(RY)

ou (¢) = (1+1¢]%)2.
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Rappelons que

[N

I9llseqam, = ([ @ @@ d0)?, ¢ € H(R")
ot (7) = (14]¢]*)2. On a donc

ISl = [107° [S07 )| dt
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Rappelons que

[N

I9llseqam, = ([ @ @@ d0)?, ¢ € H(R")
ot (7) = (14]¢]*)2. On a donc

ISl = [107° [S07 )| dt

Or S(t)F(Q) = e~ E"F(g) d'on

)|

ISOARmn = [(@

- [

dg

~ 2 5
FO| g = 115z
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Rappelons que

[N

I9llseqam, = ([ @ @@ d0)?, ¢ € H(R")
ot (7) = (14]¢]*)2. On a donc

@) d

ISy = [ ()
Or S(t)F(Q) = e~ E"F(g) d'on
e F ()| dg

~ 2 5
FO| g = 115z

‘ 2

ISOARmn = [(@

- [

On remarquera que pour s = 0 on retrouve la conservation de la norme L2.
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Soit s € R et t € R. Alors la transformation
S(t): S(]RN) — S(]RN)

s'étend de maniére unique en une transformation unitaire, i.e. une
isométrie surjective, de H*(RN) dans lui méme (que I'on notera encore
S(t)). De plus

F(S(t)f) = e EFtF(F), £ € HS(RN).
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Nous savons que S(RV) est dense dans H*(RV). Or
S(t) : S(RV) ¢ H(RY) — H*(RV)

est continue (en norme H*(RN)) puisque IS [l sy = 1 [ s oy
pour tout £ € S(RV).
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Nous savons que S(RV) est dense dans H*(RV). Or
S(t) : S(RV) ¢ H(RY) — H*(RV)

est continue (en norme H*(RN)) puisque IS [l sy = 1 [ s oy

pour tout f € S(RV). Donc S(t) admet une unique extension continue de
H*(R") dans lui méme.
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Nous savons que S(RV) est dense dans H*(RV). Or
S(t) : S(RV) ¢ H(RY) — H*(RV)

est continue (en norme H*(RN)) puisque IS [l sy = 1 [ s oy

pour tout f € S(RV). Donc S(t) admet une unique extension continue de
Hs(RN) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que

F(S(6)f) = e W EF(£)

et que S(t)f; — S(t)f dans H*(RV).
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Nous savons que S(RV) est dense dans H*(RV). Or
S(t) : S(RV) ¢ H(RY) — H*(RV)

est continue (en norme H*(R")) puisque IS [l sy = 1 [ s oy
pour tout f € S(RV). Donc S(t) admet une unique extension continue de
Hs(RN) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que

F(S(6)f) = e W EF(£)

et que S(t)f; — S(t)f dans H*(R"). Donc les convergences ont aussi
lieu dans 8'(RV). Donc F(S(t)f;) — F(S(t)f) dans S'(RV) et

et F(£) — e~ E t F(£) dans S'(RV).
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Nous savons que S(RV) est dense dans H*(RV). Or
S(t) : S(RV) ¢ H(RY) — H*(RV)

est continue (en norme H*(R")) puisque IS [l sy = 1 [ s oy
pour tout f € S(RV). Donc S(t) admet une unique extension continue de
Hs(RN) dans lui méme. Soit f € H*(RV) et soit (f;) C S(RV) telle que
f; — f dans H*(RV). On sait que

F(S(6)f) = e W EF(£)

et que S(t)f; — S(t)f dans H*(R"). Donc les convergences ont aussi
lieu dans 8'(RV). Donc F(S(t)f;) — F(S(t)f) dans S'(RV) et

e*i\C|2f}“(6-) — e;’m?t}"( ) dans S’(IRV). Cela montre que
F(S(t)f) = e et F ().
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Pour tout f € H*(R") on appelle solution généralisée de I'équation de
Schradinger la fonction

u:t€R — u(t) € H(RV)

définie par F(u(t)) = e_i|€‘2t-7:(f)-

165 / 210
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Soit a un nombre complexe non nul tel que Rea > 0. Alors

_alx? 1 P
f(e 2 ) = —Me 2a
a2

ou a2 désigne la détermination de \/a de partie réelle > 0.
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2

Rea\x alx 2

\ .
=e < 1 donc e~ "2 est bornée et donc

alx|
2

Notons que

appartient a S’(RV).
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Preuve

alx[2 Rea\x x[2

alx| ,
e 2 | =e” < 1 donc e~ "2 est bornée et donc

Notons que

appartient 3 S’(RV). On a

alx[? alx[?

(Fle ™) glss = (e plss = [ e F px)ax

aX2
ac {AReA >0} — (-7:(67%% P)s.s

est holomorphe (intégrale dépendant d'un parametre complexe).
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_a? .
Calculons F(e~ "2 ) lorsque a est réel.
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alx? )
Calculons F(e~ "2 ) lorsque a est réel. On a pour a > 0

_alx? _ e
e 2 =€ 2 = (T\/ELI

Ecole de Frasne: Initiation a la recherche
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alx|? 1 |x|2
(Flem 27 ).p)sis = (—ge 7 .¢)s,s pour tout a>0.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



1
(Flem 27 ).p)sis = (—ge 7 .¢)s,s pour tout a>0.
22

Or
1 k2 1 _ix?
a€ {\ReA >0} — (e 5, ghsis :/—Ne 5 (x) dx
az

est aussi holomorphe.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 169 / 210



1
(Flem 27 ).p)sis = (—ge 7 .¢)s,s pour tout a>0.
22

Or
1 12 1 k2
ac{AMReA >0} — (e 2,9)sr5= | —ye 2 ¢(x)dx
az az

est aussi holomorphe. Par le principe du prolongement analytique, les deux
fonctions holomorphes coincident, i.e.

_akP 1 kP ,
—€ 2 ,¢)ss si Rea>0.

(Flem 27 ), 9)ss = 7

a

Soit a tel que Rea = 0 et soit a; — a avec Rea; > 0.
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On a donc

a:

1% alx[2

ajlx? 1 kK
N

e ., p)ss

-5 x>
ete 2 —e 2 dans S'(RV) et Lre % — dre 2 dans S'(RV);
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On a donc

3k 1 5
(Fle7727 ). p)sis =(—e ™. 9)ss
2
Vi
3k _ak? 1N 1 —‘zxf‘? PR 1N
ete” "2 — e 2 dans S'(RV) et re *% — —ye~ 22 dans S'(R");
a? az
J

on peut donc passer a la limite et avoir
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale la masse de Dirac a I'origine 4.
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale la masse de Dirac a I'origine 4. Nous
<~ N
savons que 6 € H*(RV) pour tout s < —% et que 6 = (271) 2. Donc

—

S(t)0 = (2m) " Fe Il
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Un exemple de solution généralisée

Prenons comme donnée initiale la masse de Dirac a I'origine 4. Nous

savons que 6 € H*(RV) pour tout s < — % et que 5= (2m)" 7. Donc

—

S(t)0 = (2m) " Fe Il

. . .. 1 e - 1 .
Soit t > 0. Si I'on choisit a tel que 5> = it, i.e. a = 5 alors on voit que

XQ X2
e ilcft = ag}"(e_%) -1 ]:(e_%).
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Donc

— x|2
S0 = — - _F(e i)
(4rtit)2
d'ol I'on tire que
1 Jx2
S(t)5 = m e 4it
(4rtit) 2
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Donc

—_— 1 X2
S(t)d = _F(e i)
(4rtit)2
d'ol I'on tire que
(£)0 = _ 1k
(4mit)?

Cette solution particuliére est appelée la solution fondamentale de
I'équation de Schrédinger.
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Donc

— x|2
S0 = — - _F(e i)
(4rtit)2
d'ol I'on tire que
1 _kP
S(t)d = —— e .
(4rtit) 2

Cette solution particuliére est appelée la solution fondamentale de
I'équation de Schrodinger. Elle permet de construire les autres solutions.
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Explicitation des solutions généralisées

Soit f € S(R). Alors la solution de I'équation de Schrédinger avec la

donnée initiale f est donnée par:

1 eE
(5 5) = (4m’t)¥/ F(y)dy, (t>0).
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On part de
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Si f € S(RV), on peut définir la convolée de f avec la distribution
tempérée K(t)
K(t)* f € S'(RV).
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Si f € S(RV), on peut définir la convolée de f avec la distribution
tempérée K(t)
K(t)* f € S'(RV).

Or

K(t)*f = 2m) TK(6)F = e 7 F(0) = S()F
d'ou
1 _ x=yI?
S(O)f = K(£) % f = w/e wF(y)dy.
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Le principe d'incertitude de Heisenberg

Nous avons dit que I'équation de Schrodinger décrit I'état quantique d'une
particule qui se meut en |'absence de force exterieure. Le fonction d'onde
P(t, x) (solution de I'équation de Schrédinger) ou plutét

p(t,.) |

a la signification d'une densité de probabilité de présence. En nous
placant en dimension 1 pour simplifier,

X 1= X X 2 X
xi= [ xlp(txld

est donc la position moyenne de la particule (a I'instant t).
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En fait, en physique quantique, a toute grandeur A (on dit observable) est
attaché un opérateur auto-adjoint (dans un espace de Hilbert) que I'on
note aussi A. La valeur moyenne de cette grandeur (quand I'état quantique
est ) est alors

A= (Ap ) = [ x|p(x)P dx.

Ainsi dans le cas de la grandeur "position", I'opérateur auto-adjoint en
g )
question n'est autre que I'opérateur de multiplication par la fonction x

A:g e *(R) — xg.
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En fait, en physique quantique, a toute grandeur A (on dit observable) est
attaché un opérateur auto-adjoint (dans un espace de Hilbert) que I'on
note aussi A. La valeur moyenne de cette grandeur (quand I'état quantique
est ) est alors

A= (Ap ) = [ x|p(x)P dx.

Ainsi dans le cas de la grandeur "position", I'opérateur auto-adjoint en
g )
question n'est autre que I'opérateur de multiplication par la fonction x

A:g e *(R) — xg.
Il faut restreindre le domaine de définition de A a

D(A) = {g € L(R). xg € L2(R).}
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L'opérateur impulsion est

d
: 2 , ;99
B:¢ € L“(R) i

de domaine
D(B) = H'(R).
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L'opérateur impulsion est

d
: 2 , ;99
B:¢ € L“(R) i

de domaine
D(B) = H'(R).

De méme /'impulsion moyenne (quand I'état quantique est i) vaut

= (By.y) =it5L p).
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Par I'identité de Parseval

—

(92 gy = i(92.5) = (..

On voit que c'est une "position moyenne" pour la fonction d’onde I,Ab
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L’incertitude sur la grandeur A est définie par sa variance

Var(A) = (A= A)p, (A— A)y).

De méme, I'incertitude sur la grandeur B est définie par sa variance

Var(B) := ((B — B)y, (B — B)).
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(Le principe d’incertitude)

Var(A)Var(B) >

ENJ
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Preuve

Si I'on introduit le commutateur de A et B
[A B] := AB — BA

on vérifie que J
[A, B]w—/f(x@ x—(§) = iy.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 182 / 210



Dot en prenant i € S(R) avec ||¢p|| =1
1 = —i{(AB - BAY, ) — —i(ABY.¢) + i (BAY. §)

= —i(BY, Ap) + i{Ay, BY)
2Re(i{Ay, BY))
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et en utilisant Cauchy Schwarz
2 2 2
1< 4[(Ap, Bp)|” < [[Ap[” [ By]".

Or
Var(A) = (A= A)p, (A= A)p) = [|Ap|
et

Var(B) = ((B—B)¢, (B—B)y) = ||By|’

ce qui finit la preuve.
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L'équation des ondes

Il s'agit de I'équation (du second ordre en temps)

02u

ﬁ = AXU, (t,X) € R+ XRN

avec les conditions initiales

u(0,x) = f(x), g(o,x) = g(x).
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Comme pour les autres exemples, on regarde u comme une fonction de t a
valeur dans S(IR") (ou bien dans S’(IR")) afin de pouvoir prendre la
transformée de Fourier en x € RV. Cela donne

0%u

Sz It 0) =
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Comme pour les autres exemples, on regarde u comme une fonction de t a
valeur dans S(IR") (ou bien dans S’(IR")) afin de pouvoir prendre la
transformée de Fourier en x € RV. Cela donne

0%u

5o Hlefa(t o) =

On tombe sur une équation différentielle ordinaire (en t) du second ordre
qui se résout explicitement

i(t,7) = F(Z) cos(|] t) +§(5)5i”(‘!€§‘m_
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On remarquera que pour t # 0, cos(||t) et % sont C* a croissance

lente
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On remarquera que pour t # 0, cos(||t) et % sont C* a croissance

lentede sorte que f({) cos(|Z]| t) et E(C)% sont dans S(RV) (resp.

dans S’(RV)) si les données initiales sont dans S(IR") (resp. dans
S’'(RN)).
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On remarquera que pour t # 0, cos(||t) et % sont C* a croissance

lentede sorte que f({) cos(|Z]| t) et E(C)% sont dans S(RV) (resp.

dans S’(RV)) si les données initiales sont dans S(IR") (resp. dans
S’(RM)). Travaillons dans S(RM) pour simplifier.
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Explicitation de la solution en dimension 1

u(t,g) = ?(é)cos(|§|t)+§(g)5in(||§l|t)

= Q) cos(zt) + () I"EY)
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Explicitation de la solution en dimension 1

On a
U(t,0) = F(2)cos(|Z]t) +2(2) sin(||§|| t)
= () cos(Ct) +8(0) Sin(CCt)_
Donc

u(t,x) = FLF(Q) cos(gt) + F (8@ e,

¢
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)

FRE@Qeos@t) = o7
= L * F1(cos
= (zﬂ)%f F~ (cos(C1))).

() * F~*(cos((1)))

—~

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche

189 / 210



FAI@wsle)) = o FHI) =7 eos(60)
= L * F~1(cos
= G ese))

On sait que &, = %6 = (27T>f%eih.é_
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FAI@wsle)) = o FHI) =7 eos(60)
= L * F~1(cos
= G ese))

On sait que 57, = eih'Cg = (27‘[)7%5»”7@_ Comme cog(ét) = %(e"gt + e*"ét)
alors

—

O +0—¢

cos({t) = (27‘[>%( ) = (2”)%(

5:+0_;
2
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D'ou

FHF(Q) cos((t)) = %f* (6¢) + %f* (6-¢) = %(f(x— t) + f(x+1)).
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D'ou
FHF(Q) cos((t)) = %f* (6¢) + %f* (6-¢) = %(f(x— t) + f(x+1)).

D'autre part la transformée de Fourier de I'indicatrice (intégrable)

~

1(¢) = \/%/_tt e Xy = \/;ni

| —

2 sin(gt)
Verm 0

[eitg B e_itg} _

N
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D'ou
FHF(Q) cos((t)) = %f* (6¢) + %f* (6-¢) = %(f(x— t) + f(x+1)).

D'autre part la transformée de Fourier de I'indicatrice (intégrable)

Ty L[ g L LT ] 2 sin(Gt)
l(é)—m/_te dx-mig[e e }_\/ﬂ .
Donc
1~ Sin(0t) 1 _1,sin({t)
PO = ler ()
= (2;;g*(\/2271/)—;g*lzifttg(xﬂw)dy
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On obtient finalement la formule de D’Alembert

o(tx) = 3(F =)+ FOcr 0) +3 [ g+ y)dy
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Explicitation de la solution en dimension 3

Calculons d'abord la transformée de Fourier de la mesure de surface o, sur
la sphere de rayon r.
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Explicitation de la solution en dimension 3

Calculons d'abord la transformée de Fourier de la mesure de surface o, sur

la sphere de rayon r. Notons que o, définit la distribution tempérée (3
support compact)

(n9) = [ (0dar(x)
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Explicitation de la solution en dimension 3

Calculons d'abord la transformée de Fourier de la mesure de surface o, sur
la sphere de rayon r. Notons que o, définit la distribution tempérée (3

support compact)
(n9) = [ (0dar(x)

et que .
7, = —igx X).
m(é) (271)% /X|re dar( )
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Comme la mesure o, est radiale (i.e. invariante par rotation), il en est de
méme de 7,({).
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Comme la mesure o, est radiale (i.e. invariante par rotation), il en est de
méme de ¢,({). Calculons 7,() en { = (0,0,{3) en utilisant les
coordonnées sphériques, soit

1 .
- [ erda ()
(27‘()5 |x|=r
1 27T i i 0 o
= 2 )3/ dgo/ e 16reost 2 6in 9
7T)2 JO 0
2 2 1
= 27'[r3 /7T e 6sreosfgingdh = 27”3/ e G dy
(2m)2 Jo (2mr)2 /-1
= 27'[!’23 L [ei§3r o efl'C3ri| — 47Tr3 Sin(€3r)-
(271)2 iG3r (2m): @3
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4rtr sin(|C] r)
(2m): [

ar(¢) =
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D’ou
4rtr sin(|C] r)

(2m)z ¢

ar(¢) =

et donc (si t > 0)
Artt sin(|C] t)

(2m)z ¢
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D'ou

~ _ Amr sin(|C] r)
= ont g

et donc (si t > 0)
-~ _ 4mt sin(|Z] t)
7= ot Il

On a G(t,) = 7({) cos(|Z] 1) + B(0) ™ et

F(&(g) i ) = (27'()%g F Y 7 )

= %mg*at = 4:[t/|y_tg(x+y)dgt(x)_
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Notons que

5 (0™ E) — 7@y cosiel 0

donc

FAEOws(El) = £ |5 (Fo™ 5]
d

_ 0 1z sin(|l]t)

- aat [Zlitt /yzt f(X+y)dUt(X)] -
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Finalement

_ L
At

1
A7t

u(t, x) /|y|:tg(x+y)dcrt(y)+i [ /|y:t f(x+y)do:(y)
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Finalement

1
A7t

e = g [ sxenden) - 5 g [ fxe o).

On peut aussi I'écrire comme intégrale sur la sphére unité

t2
47t

2
w6 = g [ ek mdn g |

g /yl—l f(x+ty)doi(y)

t

— m/|y—1g(x+ty)dal(y) +;t L; /|y—l f(x—i—ty)do‘l(y)]
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La methode de descente d’"Hadamard

On va expliciter la solution en dimension 2 a partir de celle de la dimension
3

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche



La methode de descente d’"Hadamard

On va expliciter la solution en dimension 2 a partir de celle de la dimension
3

o) = g [ ek mdnt)+ g o [ e mde(y)]
t

= T/ g(x1+ ty1, xo + tys, x3 + ty3)doi(y)
T J|y|=1

d [t
9t |2 f t t tys)d
+at |:47_[ ,/|'y|1 (X1+ }/1,X2-‘r‘ y2,X3+ y3) U'I(y):|

par la methode de descente de Hadamard.
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La methode de descente d’"Hadamard

On va expliciter la solution en dimension 2 a partir de celle de la dimension
3

t 0 [t
u(t,x) = 47T/|y_1g(x+ty)d(71(y)+at [4” /|y_1 f(x+ty)d(71(y)]
t
= T/ g(x1+ ty1, xo + tys, x3 + ty3)doi(y)
T Jlyl=1

o[t
—|———/ f(x1+ ty1, xo + tys, X3 + tyz )do
5 [471 Vi (x1 + ty1, x2 + tya, x3 + ty3)do1(y)
par la methode de descente de Hadamard. Si I'on prend des données
intiales f et g indépendantes de la troisiéme variable, on obtient une
solution de I'équation des ondes indépendante de la troisieme variable et
donc une solution de I'équation des ondes en dimension 2 !
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Par unicité, la solution de I'équation des ondes en dimension 2 est donc
donnée par

t
u(t,x) = E/Szg(n+ty1.><z+ty2)d01(y)

d

t
+§ [47r /52 f(x1 + ty1, xo + tyr)doi(y)

mais otl I'on intégre en y sur la sphére unité S? de R3.
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Si I'on utilise les coordonnées sphériques en prenant I'axe des y; comme
indiquant le pdle nord (on fait jouer 3 y; le réle joué habituellement par
y3) on a

t

27 T
u(t,x) = H/o d(p/o dbg(x1 + tcosb, xo + tsinfcos @) sinf

It " g [ dor 6 ino inf
_|_a [47_[/0 q)/o (x1+tcos , X2 + tsin cosqo)sm
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On note que I'application
(0, 9) € [0, 7] x [0,271] — (u1, up) = (cos@,sinb cos @)

est (3 des ensembles de mesure nulle prés) une bijection de [0, 7T] x [0, 271]
sur le disque unité du plan

D= {(ul,uQ);uf—Fu% < 1}.
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On note que I'application
(0, 9) € [0, 7] x [0,271] — (u1, up) = (cos@,sinb cos @)

est (3 des ensembles de mesure nulle prés) une bijection de [0, 7T] x [0, 271]
sur le disque unité du plan

D= {(ul,uQ);uf—Fu% < 1}.

On a a( )
ulv u2 . 2 .
duidu, = ‘ dfde = sin“ 0 |sin @| dOd .
26.9) | 1097 [sin ¢| dédg
Comme
1-— \u|2 = sin 6 |sin ¢|
alors

duyduy = \/1— |ul*sin0d8d .
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On tire

t duid
u(t,x) = —/ g(x1+tu1,x2—|—tu2)%
47t |u|§1 /1_ ’u|2
3 i/ f(X1+tU1,X2—|—tU2)M
ot |4 Jju<1 1— |uf?
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et finalement

t dy
u(t,x) = H/Dg(x%—ty) -
1— 1yl
Jd |t dy
— | — f ty) ————
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Conservation de |'energie

En notant g—;’ = u; on voit que

G:(t,0) = —F(2) [¢]sin(|Z] t) + &(Z) cos(|Z] t)

et

121 3(t,3) = F(Z) |Z] cos(|Z] t) + &(Z) sin(|Z] ¢).
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Alors, on prend leurs parties réelles que I'on eléve au carré

(Re i(t,0))? = (~(Re7(2)) Iz sin([2] £) + (Re&(2)) cos(|2| 1))

2 (Red(£.0))” = ((ReF(2)) Iz cos([g] £) + (Reg(@)) sin(|¢] 1))

dont la somme donne

(Re G:(t,2))* + |Z[* (Re@i(t,£))? = (ReZ())* + (ReF())? 7]




On faisant pareillement avec les parties imaginaires on tire

(Im G (t,2))* + 12> (Im G(t, £))? = (Img())? + (Im F({))? 2]
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On faisant pareillement avec les parties imaginaires on tire

(Im G (t,2))* + 12> (Im G(t, £))? = (Img())? + (Im F({))? 2]

En additionant les deux derniéres identités on obtient
. 2 - 2 a2 o2
(80P + 5P [a(e. ) = B +[7(@)] 1P
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On faisant pareillement avec les parties imaginaires on tire
(Im @ (t,0))* + |¢* (Im@(t,2))* = (Img())* + (ImF(2))* 2]
En additionant les deux derniéeres identités on obtient
@ (80P + 12 OF = 8P + (@)

ou bien

(e, +120(e.0) = B +|¢7(©)
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On faisant pareillement avec les parties imaginaires on tire

(Im G (t,2))* + 12> (Im G(t, £))? = (Img())? + (Im F({))? 2]

En additionant les deux derniéres identités on obtient

@ (6 Q)P + 12l [8(t. ) = 18P +|7(2)

ou bien ,
_ 2 ~ 2 a2 2
(e O +120(e.0)f = B +|¢7(0)

(On voit donc que pour tout € R", la quantité

|G:(£,2)|> +|¢1(t, {)|* se conserve au cours du temps.)
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Soit

) =1+gP)e.
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Soit X
2\ L
(€)= (1+12)>.

En multipliant I'identité par (7)2(5~1) et en intégrant on voit que

2 2 2 2
[ellbgs—s + 1 Vullbysr = llgllnss + 1V xF[[hgss

se conserve au cours du temps.
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Soit X
2\ L
(€)= (1+12)>.
En multipliant I'identité par (7)2(5~1) et en intégrant on voit que
2 2 2 2
uelltss + I Vaullgsr = llgllss + 1Vxf s
se conserve au cours du temps. Le cas s = 1 donne
luellZz + | Vxullz2

i.e. I'energie totale (/'energie potentielle plus I'energie cinétique) se
conserve au cours du temps.
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Equipartition de |'energie

Partons de

G:(t,0) = —F(2) [¢]sin(|Z] t) + &(Z) cos(|Z] t)
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Equipartition de |'energie

Partons de

G:(t,0) = —F(2) [¢]sin(|Z] t) + &(Z) cos(|Z] t)

qui montre que |7;(t, {)|° est égal a

(—F(@ lelsin(l2] ©) + & (@) cos([¢] )
x (=F(2) I¢lsin(g] ) +2(5) cos([g] 1))
= [¢Psin(Ig] ¢)|7( \+cos (I¢16) B@F
— [l sin(le] ) cos([¢] £) [F(£)E() +F(0)E(2)]
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En utilisant les identitiés trigonométriques sin 2x = 2 sin x cos X,

.9 1 —cos2x 5 1+ cos2x
Sin“x = ————, cos x=——"——

on a

146 [1—cos2(2|§| t)} ‘?(g)‘2+ [1+cos(2\§| t)} B

=)

> lelsin212] 1) [F(2)
— 3 [P [Fof +e@P] + 1e.0
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ou

160 = —lelsin2z] o) [FOED +F(0E(0)]

~jeos(2lel) [~ i [fo + e@P
— n212]9G(2) + cos (2[2] 1) Go(0)
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Sous I'hypothese que V,f € L?>(RV) et g € L>(R") on a G et G, qui
sont dans L}(R") (comme produits de deux fonctions L?)

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 210 / 210



Sous I'hypothese que V,f € [2(RV) et g € [>(RY) on a G et G, qui
sont dans L}(R") (comme produits de deux fonctions L?) et donc par le
lemme de Riemann-Lebesgue

[, 516Gz + [ cos (2]¢]6) Ga(§)dz — 0 (¢ — £eo),
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Sous I'hypothese que V,f € [2(RV) et g € [>(RY) on a G et G, qui
sont dans L}(R") (comme produits de deux fonctions L?) et donc par le
lemme de Riemann-Lebesgue

[, 516Gz + [ cos (2]¢]6) Ga(§)dz — 0 (¢ — £eo),

Il s’ensuit que

/RNILTt(t,C>I2d€H;[/RNI€I2 A d€+/ ) dg] (t — £o0)
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Sous I'hypothese que V,f € [2(RV) et g € [>(RY) on a G et G, qui
sont dans L}(R") (comme produits de deux fonctions L?) et donc par le
lemme de Riemann-Lebesgue

[, 516Gz + [ cos (2]¢]6) Ga(§)dz — 0 (¢ — £eo),

[l s’ensuit que
/H{N|m<t,g>|2dge§[/w|g|2 o dc+ [ la@r dg] (t - oo)

Donc I'energie cinétique ||Ut||i2(1RN) tend vers la moitié de I'energie totale
(qui elle se conserve) lorsque t — foo et donc, pareillement |'energie
cinétique ||qu||i2(]RN) tend vers la moitié de I'energie totale lorsque

t — too.

Université de Franche-Comté Besancon Franc Ecole de Frasne: Initiation a la recherche 210 / 210



Sous I'hypothese que V,f € [2(RV) et g € [>(RY) on a G et G, qui
sont dans L}(R") (comme produits de deux fonctions L?) et donc par le
lemme de Riemann-Lebesgue

[, 516Gz + [ cos (2]¢]6) Ga(§)dz — 0 (¢ — £eo),

[l s’ensuit que
/H{N|m<t,g>|2dge;[/w|g|2 o dc+ [ la@r dg] (t - oo)

Donc I'energie cinétique ||Ut||i2(1RN) tend vers la moitié de I'energie totale
(qui elle se conserve) lorsque t — oo et donc, pareillement I'energie
cinétique ||qu||i2(]RN) tend vers la moitié de I'energie totale lorsque

t — doo. C'est le phénomeéne d'équipartition de I’energie.
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